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CHAPTER 17  SECOND-ORDER DIFFERENTIAL EQUATIONS

17.1  SECOND-ORDER LINEAR EQUATIONS

 1. y y 12y 0 r r 12 0 r 4 r 3 0 r 4 or r 3 y c e c eww w �� � œ Ê � � œ Ê � � œ Ê œ œ � Ê œ �2 4x 3x
1 2� �� �

 2. 3y y 0 3r r 0 r 3r 1 0 r  or r y c e c e y c c eww w †
"� œ Ê � œ Ê � œ Ê œ ! œ Ê œ � Ê œ �2 0 x x x1

3 1 2 2� � 1 1
3 3

 3. y 3y 4y 0 r 3r 4 0 r 4 r 1 0 r 4 or r 1 y c e c eww w �� � œ Ê � � œ Ê � � œ Ê œ � œ Ê œ �2 4x x
1 2� �� �

 4. y 9y 0 r 9 0 r 3 r 3 0 r 3 or r 3 y c e c eww �� œ Ê � œ Ê � � œ Ê œ œ � Ê œ �2 3x 3x
1 2� �� �

 5. y 4y 0 r 4 0 r 2 r 2 0 r 2 or r 2 y c e c eww �� œ Ê � œ Ê � � œ Ê œ œ � Ê œ �2 2x 2x
1 2� �� �

 6. y 64y 0 r 64 0 r 8 r 8 0 r 8 or r 8 y c e c eww �� œ Ê � œ Ê � � œ Ê œ œ � Ê œ �2 8x 8x
1 2� �� �

 7. 2y y 3y 0 2r r 3 0 2r 3 r 1 0 r  or r 1 y c e c eww w �� � œ Ê � � œ Ê � � œ Ê œ œ � Ê œ �2 x x3
2 1 2� �� � 3

2

 8. 9y y 0 9r 1 0 3r 1 3r 1 0 r  or r y c e c eww �� œ Ê � œ Ê � � œ Ê œ œ � Ê œ �2 x x1 1
3 3 1 2� �� � 1 1

3 3

 9. 8y 10y 3y 0 8r 10r 3 0 4r 1 2r 3 0 r  or r y c e c eww w �� � œ Ê � � œ Ê � � œ Ê œ � œ Ê œ �2 x x1 3
4 2 1 2� �� � 1 3

4 2

10. 3y 20y 12y 0 3r 20r 12 0 3r 2 r 6 0 r  or r y c e c eww w� � œ Ê � � œ Ê � � œ Ê œ œ ' Ê œ �2 x 6x2
3 1 2� �� � 2

3

11. y 9y 0 r 9 0 r 3i y e c cos 3x c sin 3x y c cos 3x c sin 3xww †� œ Ê � œ Ê œ ! „ Ê œ � Ê œ �2 0 x
1 2 1 2� �

12. y 4y 5y 0 r 4r 5 0 r 2 i y e c cos x c sin xww w �� „ �
� � œ Ê � � œ Ê œ œ � „ Ê œ �2 2x4 4 4 1 5

2 1 1 2
È � �� �� �

2 � �

13. y 25y 0 r 25 0 r 5i y e c cos 5x c sin 5x y c cos 5x c sin 5xww †� œ Ê � œ Ê œ ! „ Ê œ � Ê œ �2 0 x
1 2 1 2� �

14. y y 0 r 1 0 r i y e c cos x c sin x y c cos x c sin xww †� œ Ê � œ Ê œ ! „ Ê œ � Ê œ �2 0 x
1 2 1 2� �

15. y 2y 5y 0 r 2r 5 0 r 1 2i y e c cos 2x c sin 2xww w � � „ � �
� � œ Ê � � œ Ê œ œ „ Ê œ �2 x2 2 4 1 5

2 1 1 2
� � � � � �� �É

� �
2 � �

16. y 16y 0 r 16 0 r 4i y e c cos 4x c sin 4x y c cos 4x c sin 4xww †� œ Ê � œ Ê œ ! „ Ê œ � Ê œ �2 0 x
1 2 1 2� �

17. y 2y 4y 0 r 2r 0 r 1 3 i y e c cos 3 x c sin 3 xww w �� „ � %
� � œ Ê � � % œ Ê œ œ � „ Ê œ �2 x2 2 4 1

2 1 1 2
È � �� �� �

2 È È ÈŠ ‹

18. y 2y 3y 0 r 2r 3 0 r 1 2 i y e c cos 2 x c sin 2 xww w � � „ � �
� � œ Ê � � œ Ê œ œ „ Ê œ �2 x2 2 4 1 3

2 1 1 2
� � � � � �� �É

� �
2 È È ÈŠ ‹

19. y 4y 9y 0 r 4r 9 0 r 2 5 i y e c cos 5 x c sin 5 xww w �� „ �
� � œ Ê � � œ Ê œ œ � „ Ê œ �2 2x4 4 4 1 9

2 1 1 2
È � �� �� �

2 È È ÈŠ ‹
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20. 4y 4y 13y 0 4r 4r 13 0 r 3 iww w � � „ � �
� � œ Ê � � œ Ê œ œ „2 4 4 4 4 13

2 4 2
1� � � � � �� �É

� �
2 È

 y e c cos 3 x c sin 3 xÊ œ �
1
2 x

1 2Š ‹È È

21. y 0 r 0 r , repeated twice y c e c x e y c c xww † †œ Ê œ Ê œ ! Ê œ � Ê œ �2 0 x 0 x
1 2 1 2

22. y 8y 16y 0 r 8r 16 0 r 4 0 r 4, repeated twice y c e c x eww w � �� � œ Ê � � œ Ê � œ Ê œ � Ê œ �2 4x 4x2
1 2� �

23. 4 4y 0 r 4r 4 0 r 2 0 r 2, repeated twice y c e c x ed y dy
dx dx

2 2x 2x2
1 2

2

2 � � œ Ê � � œ Ê � œ Ê œ � Ê œ �� � � �

24. 6 9y 0 r 6r 9 0 r 3 0 r 3, repeated twice y c e c x ed y dy
dx dx

2 3x 3x2
1 2

2

2 � � œ Ê � � œ Ê � œ Ê œ Ê œ �� �

25. 6 9y 0 r 6r 9 0 r 3 0 r 3, repeated twice y c e c x ed y dy
dx dx

2 3x 3x2
1 2

2

2 � � œ Ê � � œ Ê � œ Ê œ � Ê œ �� � � �

26. 4 12 9y 0 4r 12r 9 0 2r 3 0 r , repeated twice y c e c x ed y dy
dx dx 2

2 x x2 3
1 2

2

2

3 3
2 2� � œ Ê � � œ Ê � œ Ê œ Ê œ �� �

27. 4 4 y 0 4r 4r 1 0 2r 1 0 r , repeated twice y c e c x ed y dy
dx dx 2

2 x x2 1
1 2

2

2

1 1
2 2� � œ Ê � � œ Ê � œ Ê œ � Ê œ �� � � �

28. 4 4 y 0 4r 4r 1 0 2r 1 0 r , repeated twice y c e c x ed y dy
dx dx 2

2 x x2 1
1 2

2

2

1 1
2 2� � œ Ê � � œ Ê � œ Ê œ Ê œ �� �

29. 9 6 y 0 9r 6r 1 0 3r 1 0 r , repeated twice y c e c x ed y dy
dx dx 3

2 x x2 1
1 2

2

2

1 1
3 3� � œ Ê � � œ Ê � œ Ê œ � Ê œ �� � � �

30. 9 12 4y 0 9r 12r 4 0 3r 2 0 r , repeated twice y c e c x ed y dy
dx dx 3

2 x x2 2
1 2

2

2

2 2
3 3� � œ Ê � � œ Ê � œ Ê œ Ê œ �� �

31. y 6y 5y 0, y 0 0, y 0 3 r 6r 5 0 r 5 r 1 0 r 5 or r 1ww w w� � œ œ œ Ê � � œ Ê � � œ Ê œ � œ �� � � � � �� �2

 y c e c e y 5c e c e ; y 0 0 c c 0, and y 0 3 5c c 3Ê œ � Ê œ � � œ Ê � œ œ Ê � � œ1 2 1 2 1 2 1 2
5x x 5x x� � w � � w� � � �

 c  and c y e eÊ œ � œ Ê œ � �1 2
3 3 3 3
4 4 4 4

5x x� �

32. y 16y 0, y 0 2, y 0 2 r 16 0 r 0 4i y c cos 4x c sin 4xww w� œ œ œ � Ê � œ Ê œ „ Ê œ �� � � � 2
1 2

 y 4c sin 4x 4c cos 4x; y 0 2 c 2, and y 0 2 4c 2 c 2 and cÊ œ � � œ Ê œ œ � Ê œ � Ê œ œ �w w
1 2 1 2 1 2

1
2� � � �

 y 2 cos 4x sin 4xÊ œ � 1
2

33. y 12y 0, y 0 0, y 0 1 r 12 0 r 0 2 3 i y c cos 2 3 x c sin 2 3 xww w� œ œ œ Ê � œ Ê œ „ Ê œ �� � � � È È È2
1 2

 y 2 3 c sin 2 3 x 2 3 c cos 2 3 x; y 0 c 0, and y 0 1 2 3 c 1Ê œ � � œ ! Ê œ œ Ê œw wÈ È È È È� � � �1 2 1 2

 c 0 and c y sin 2 3 xÊ œ œ Ê œ1 2
1 1

2 3 2 3È È È

34. 12y 5y 2y 0, y 0 1, y 0 1 12r 5r 2 0 4r 1 r 0 r  or rww w w� � œ œ œ � Ê � � œ Ê � $ � # œ Ê œ œ �� � � � � �� �2 1 2
4 3

 y c e c e y c e c e ; y 0 1 c c 1, and y 0 1Ê œ � Ê œ � œ Ê � œ œ �1 2 1 2 1 2
1 4 x 2 3 x 1 4 x 2 3 x1 2

4 3
� � � � � � � �Î � Î w Î � Î w� � � �

 c c 1 c  and c y e eÊ � œ � Ê œ � œ Ê œ � �1 2 4 15 4 15
4 3 11 11 11 111 2 1 2

1 4 x 2 3 x� � � �Î � Î

35. y 8y 0, y 0 1, y 0 2 r 8 0 r 0 2 2 i y c cos 2 2 x c sin 2 2 xww w� œ œ � œ Ê � œ Ê œ „ Ê œ �� � � � È È È2
1 2

 y 2 2 c sin 2 2 x 2 2 c cos 2 2 x; y 0 1 c 1, and y 0 2 2 2 c 2Ê œ � � œ � Ê œ � œ Ê œw wÈ È È È È� � � �1 2 1 2

 c 1 and c y cos 2 2 x sin 2 2 xÊ œ � œ Ê œ � �1 2
1 1

2 2È ÈÈ È
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36. y 4y 4y 0, y 0 0, y 0 1 r 4r 4 0 r 2 0 r 2 repeated twiceww w w� � œ œ œ Ê � � œ Ê � œ Ê œ �� � � � � �2 2

 y c e c x e y 2c e c e 2c x e ; y 0 0 c 0, andÊ œ � Ê œ � � � œ Ê œ1 2 1 2 2 1
2x 2x 2x 2x 2x� � w � � � � �

 y 0 1 2c c 1 c 0 and c 1 y x ew �� � œ Ê � � œ Ê œ œ Ê œ1 2 1 2
2x

37. y 4y 4y 0, y 0 1, y 0 0 r 4r 4 0 r 2 0 r 2 repeated twiceww w w� � œ œ œ Ê � � œ Ê � œ Ê œ� � � � � �2 2

 y c e c x e y 2c e c e 2c x e ; y 0 1 c 1, and y 0 0 2c c 0Ê œ � Ê œ � � œ Ê œ œ Ê � œ1 2 1 2 2 1 1 2
2x 2x 2x 2x 2xw w� � � �

 c 1 and c 2 y e 2x eÊ œ œ � Ê œ �1 2
2x 2x

38. 4y 4y y 0, y 0 4, y 0 4 4r 4r 1 0 2r 1 0 r  repeated twiceww w w� � œ œ œ Ê � � œ Ê � œ Ê œ� � � � � �2 2 1
2

 y c e c x e y c e c e c x e ; y 0 4 c 4,Ê œ � Ê œ � � œ Ê œ1 2 1 2 2 1
x x x x x1 1

2 2

1 1 1 1 1
2 2 2 2 2w � �

 and y 0 4 c c 4 c 4 and c 2 y 4e 2x ew� � œ Ê � œ Ê œ œ Ê œ �1
2 1 2 1 2

x x1 1
2 2

39. 4 12 9y 0, y 0 2, 0 1 4r 12r 9 0 2r 3 0 r  repeated twiced y dy dy
dx dx dx 2

2 2 32

2 � � œ œ œ Ê � � œ Ê � œ Ê œ �� � � � � �
 y c e c x e c e c e c x e ; y 0 2 c 2,  and 0 1Ê œ � Ê œ � � � œ Ê œ œ1 2 1 2 2 1

x x x x xdy dy
dx 2 2 dx

3 3� � � � �3 3 3 3 3
2 2 2 2 2 � � � �

 c c 1 c 2 and c 4 y 2e 4x eÊ � � œ Ê œ œ Ê œ �3
2 1 2 1 2

x x� �3 3
2 2

40. 9 12 4y 0, y 0 1, 0 1 9r 12r 4 0 r 0 r  repeated twiced y dy dy
dx dx dx 3

2 2 22

2 � � œ œ � œ Ê � � œ Ê $ � # œ Ê œ� � � � � �
 y c e c x e c e c e c x e ; y 0 1 c 1, and  0 1Ê œ � Ê œ � � œ � Ê œ � œ1 2 1 2 2 1

x x x x xdy dy
dx 3 3 dx

2 22 2 2 2 2
3 3 3 3 3 � � � �

 c c 1 c 1 and c y e x eÊ � œ Ê œ � œ Ê œ � �2 5 5
3 3 31 2 1 2

x x2 2
3 3

41. y 2y 3y 0 r 2r 3 0 r 3 r 1 0 r 3 or r 1 y c e c eww w �� � œ Ê � � œ Ê � � œ Ê œ œ � Ê œ �2 3x x
1 2� �� �

42. 6y y y 0 6r r 1 0 2r 1 3r 1 0 r  or r y c e c eww w �� � œ Ê � � œ Ê � � œ Ê œ œ � Ê œ �2 x x1 1
2 3 1 2� �� � 1 1

2 3

43. 4y 4y y 0 4r 4r 1 0 2r 1 0 r  repeated twice y c e c x eww w � �� � œ Ê � � œ Ê � œ Ê œ � Ê œ �2 x x2 1
2 1 2� � 1 1

2 2

44. 9y 12y 4y 0 9r 12r 4 0 3r 2 0 r  repeated twice y c e c x eww w � �� � œ Ê � � œ Ê � œ Ê œ � Ê œ �2 x x2 2
3 1 2� � 2 2

3 3

45. 4y 20y 0 4r 20 0 r 5i y e c cos 5 x c sin 5 x y c cos 5 x c sin 5 xww †� œ Ê � œ Ê œ ! „ Ê œ � Ê œ �2 0 x
1 2 1 2Š ‹È È È È

46. y 2y 2y 0 r 2r 2 0 r 1 i y e c cos x c sin xww w �� „ �
� � œ Ê � � œ Ê œ œ � „ Ê œ �2 x2 2 4 1 2

2 1 1 2
É� � � �� �� �

2 � �

47. 25y 10y y 0 25r 10r 1 0 5r 1 0 r  repeated twice y c e c x eww w � �� � œ Ê � � œ Ê � œ Ê œ � Ê œ �2 x x2 1
5 1 2� � 1 1

5 5

48. 6y 13y 5y 0 6r 13r 5 0 3r 1 2r 5 0 r  or r y c e c eww w �� � œ Ê � � œ Ê � � œ Ê œ œ � Ê œ �2 x x1 5
3 2 1 2� �� � 1 5

3 2

49. 4y 4y 5y 0 4r 4r 5 0 r i y e c cos x c sin xww w �� „ �
� � œ Ê � � œ Ê œ œ � „ Ê œ �2 x4 4 4 4 5

2 4 2
1

1 2
É� � � �� �� �

2
1
2 � �

50. y 4y 6y 0 r 4r 6 0 r 2 2 i y e c cos 2 x c sin 2 xww w �� „ �
� � œ Ê � � œ Ê œ œ � „ Ê œ �2 2x4 4 4 1 6

2 1 1 2
É� � � �� �� �

2 È È ÈŠ ‹

51. 16y 24y 9y 0 16r 24r 9 0 4r 3 0 r  repeated twice y c e c x eww w� � œ Ê � � œ Ê � œ Ê œ Ê œ �2 x x2 3
4 1 2� � 3 3

4 4
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52. 6y 5y 6y 0 6r 5r 6 0 2r 3 3r 2 0 r  or r y c e c eww w �� � œ Ê � � œ Ê � � œ Ê œ œ � Ê œ �2 x x3 2
2 3 1 2� �� � 3 2

2 3

53. 9y 24y 16y 0 9r 24r 16 0 3r 4 0 r  repeated twice y c e c x eww w � �� � œ Ê � � œ Ê � œ Ê œ � Ê œ �2 x x2 4
3 1 2� � 4 4

3 3

54. 4y 16y 52y 0 4r 16r 52 0 r 2 3i y e c cos 3x c sin 3xww w �� „ �
� � œ Ê � � œ Ê œ œ � „ Ê œ �2 2x16 16 4 4 52

2 4 1 2
É� � � �� �� �

2 � �

55. 6y 5y 4y 0 6r 5r 4 0 3r 4 2r 1 0 r  or r y c e c eww w �� � œ Ê � � œ Ê � � œ Ê œ œ � Ê œ �2 x x4 1
3 2 1 2� �� � 4 1

3 2

56. y 2y 2y 0, y 0 0, y 0 2 r 2r 2 0 r 1 iww w w � � „ � �
� � œ œ œ Ê � � œ Ê œ œ „� � � � 2 2 2 4 1 2

2 1

� � � � � �� �É
� �

2

 y e c cos x c sin x y e c cos x c sin x e c sin x c cos x ; y 0 0 c 0, andÊ œ � Ê œ � � � � œ Ê œx x x
1 2 1 2 1 2 1� � � � � � � �w

 y 0 2 c c 2 c 0 and c 2 y 2e sin xw� � œ Ê � œ Ê œ œ Ê œ1 2 1 2
x

57. y 2y y 0, y 0 1, y 0 1 r 2r 1 0 r 1 0 r 1, repeated twiceww w w� � œ œ œ Ê � � œ Ê � œ Ê œ �� � � � � �2 2

 y c e c x e y c e c x e c e ; y 0 1 c 1, and y 0 1 c c 1Ê œ � Ê œ � � � œ Ê œ œ Ê � � œ1 2 1 2 2 1 1 2
x x x x x� � w � � � w� � � �

 c 1 and c 2 y e 2x eÊ œ œ Ê œ �1 2
x x� �

58. 4y 4y y 0, y 0 1, y 0 2 4r 4r 1 0 r 1 0 r , repeated twiceww w w� � œ œ � œ Ê � � œ Ê # � œ Ê œ� � � � � �2 2 1
2

 y c e c x e y c e c x e c e ; y 0 1 c 1, and y 0 2Ê œ � Ê œ � � œ � Ê œ � œ1 2 1 2 2 1
x x x x x1 1

2 2

1 1 1 1 1
2 2 2 2 2w w� � � �

 c c 2 c 1 and c y e x eÊ � œ Ê œ � œ Ê œ � �1 5 5
2 2 21 2 1 2

x x1 1
2 2

59. 3y y 14y 0, y 0 2, y 0 1 3r r 14 0 3r 7 r 2 0 r  or r 2ww w w� � œ œ œ � Ê � � œ Ê � � œ Ê œ � œ� � � � � �� �2 7
3

 y c e c e y c e 2c e ; y 0 2 c c 2, and y 0 1 c 2c 1Ê œ � Ê œ � � œ Ê � œ œ � Ê � � œ �1 2 1 2 1 2 1 2
x 2x x 2x7 7

3 3
� w � w7 7

3 3 � � � �
 c  and c y e eÊ œ œ Ê œ �1 2

15 11 15 11
13 13 13 13

7 3 x 2x� Î� �

60. 4y 4y 5y 0, y 1, y 0 4r 4r 5 0 r iww w w � „ �
� � œ œ œ Ê � � œ Ê œ œ � „� � � �1 1 2 4 4 4 4 5

2 4 2
1É� � � �� �� �

2

 y e c cos x c sin x y e c cos x c sin x e c sin x c cos x ; y 1Ê œ � Ê œ � � � � � œ� w � �1 1 1
2 2 2x x x

1 2 1 2 1 2
1
2� � � � � � � �1

 e c 1, and y 0 e c e c 0 c e  and c eÊ � œ œ Ê � � œ Ê œ � œ �� w � �1 1 1 1 1

2 2 2 2 21 1 2 1 2
1 1
2 2� �1

 y e e cos x e sin xÊ œ � �� 1
2 2 2x 1

2
ˆ ‰1 1

61. Let r  and r  be real roots with r r . If e  and e  are linearly independent, then e  is not a constant multiple of e1 2 1 2
r x r x r xÁ 1 2 1 r x2

 (and vice versa). Assume that e  is a constant multiple of e , then for some nonzero constant c,  e c e cr x r x r x r x e
e

1 2 1 2
r x1
r x2œ Ê œ

 e c e c. Since r r , c is not a constant, which is a contridiction. Thus e  and e  are linearlyÊ œ Ê œ Ár x r x r r x r x r x
1 2

1 2 1 2 1 2� �� �
 independent.

62. Let r be the only repeated real root. If e  and x e  are linearly independent, then e  is not a constant multiple of x er x r x r x r x

 (and vice versa). Assume that x e  is a constant multiple of e , then for some nonzero constant c, x e c er x r x r x r xœ

 x e c e 0 e x c 0 e 0 or x c 0. Since e 0 x c, thus c is not a constant, whichÊ � œ Ê � œ Ê œ � œ Á Ê œr x r x r x r x r x� �
 is a contridiction. Thus e  and x e  are linearly independent.r x r x
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63. Let r i  and r i  be complex roots. If e cos x and e sin x are linearly independent, then e cos x1 2
x x xœ � œ �α " α " " " "α α α

 is not a constant multiple of e sin x (and vice versa). Assume that e cos x is a constant multiple of e sin x, thenα α αx x x" " "

 for some nonzero constant c, e cos x c e sin x e cos x c e sin x 0 e cos x c sin x 0α α α α αx x x x x" " " " " "œ Ê � œ Ê � œ� �
 e 0 or cos x c sin x 0. Since e 0 c cot x, thus c is not a constant, which is a contridiction.Ê œ � œ Á Ê œα αx x" " "

 Thus e cos x and e sin x are linearly independent.α αx x" "

64. Let y  and y  be linearly independent solutions of P x y Q x y R x y 0. Let y y y y y y1 2 3 1 2 3 1 2� � � � � �ww w w w w� � œ œ � Ê œ �

 y y y . Then P x y Q x y R x y P x y y Q x y y R x y yÊ œ � � � œ � � � � �ww ww ww ww w ww ww w w
3 3 31 2 1 2 1 23 1 2� � � � � � � � � � � �� � � � � �

 P x y P x y Q x y Q x y R x y R x yœ � � � � �� � � � � � � � � � � �ww ww w w
1 2 1 2 1 2

 P x y Q x y R x y P x y Q x y R x y 0 0 0. Let y y y y y yœ � � � � � œ � œ œ � Ê œ �� � � � � � � � � � � �ww w ww w w w w
1 1 2 2 1 21 2 4 1 2 4

 y y y . Then P x y Q x y R x y P x y y Q x y y R x y yÊ œ � � � œ � � � � �ww ww ww ww w ww ww w w
4 41 2 4 1 2 1 24 1 2� � � � � � � � � � � �� � � � � �

 P x y P x y Q x y Q x y R x y R x yœ � � � � �� � � � � � � � � � � �ww ww w w
1 2 1 2 1 2

 P x y Q x y R x y P x y Q x y R x y 0 0 0. Thus y  and y  are both solutions.œ � � � � � œ � œ� � � � � � c d� � � � � �ww w ww w
1 1 2 21 2 3 4

 Suppose  that y  is a constant multiple of y , then there is a nonzero constant c such that y c y .3 4 3 4œ

 y y c y y . If we solve this equation for y  we obtain y y y  is a constant multiple of y ,Ê � œ � œ � Ê1 2 1 2 1 1 2 2
1 c
1 c� � �
� "

 which is a contradiction since y  and y  are linearly independent y y  and y y  are linearly independent.1 2 1 2 1 2Ê � �

65. (a) y 4y 0, y 0 0, y 1 r 4 0 r 2i y e c cos 2x c sin 2xww †� œ œ œ Ê � œ Ê œ ! „ Ê œ �� � � � � �1 2 0 x
1 2

 y c cos 2x c sin 2x; y 0 0 c 0, and y 1 c 1 no solutionÊ œ � œ Ê œ œ Ê œ Ê1 2 1 1� � � �1
 (b) y 4y 0, y 0 0, y 0 r 4 0 r 2i y e c cos 2x c sin 2xww †� œ œ œ Ê � œ Ê œ ! „ Ê œ �� � � � � �1 2 0 x

1 2

 y c cos 2x c sin 2x; y 0 0 c 0, and y 0 c 0 c 0, c  can be any real numberÊ œ � œ Ê œ œ Ê œ Ê œ1 2 1 1 1 2� � � �1
 y c sin 2xÊ œ 2

66. Let a, b, and c be positive constants, then r . There are three cases to consider.œ œ � „� „ � �b b 4ac b 4ac
2a 2a 2a

bÈ È# #

 Case I: Two distinct real solutions b 4ac 0. Since a, b, and c are positive 4ac 0 and b 0Ê � � Ê � �#

  4ac 0 and b 0 0 b 4ac b 0 b 4ac b b b 4acÊ � � � � Ê � � � Ê � � � Ê � � � � !# # # #È È
  and b b 4ac . Since 2a 0 0. Thus r 0 and� � � � ! � Ê � œ �È # � „ � � � �b b 4ac b b 4ac

2a 2a1
È È# #

  r 0. The general solution to the differential equation is y c e c e .2 1 2
b b 4ac

2a
r x r xœ � œ �� � �È #
1 2

  c e c e 0 0 0.lim
x

1 2
r x r x

Ä∞
� �1 2� œ � œ

  Case II: One repeated real solution b 4ac 0. Since a, b, and c are positive a 0 and b 0Ê � œ Ê # � � �#

  r 0. The general solution to the differential equation is y c e c x e . Since  Ê œ � � œ �b
2a 1 2

r x r x

  r 0 r 0. c e c x e c e c e� Ê � � � œ � œ �lim lim lim lim
x x x x

1 2 1 1
r x r x r x r xc x c x

e eÄ∞ Ä∞ Ä∞ Ä∞
� � � �ˆ ‰ ˆ ‰2 2

r x r x� �

  0 0, using L'hopital's rule to evaluate the limit of the second expression.œ � œlim
x

c
r eÄ∞ �

ˆ ‰2
r x�

 Case III: Two complex, nonreal solutions b 4ac 0 4ac b 0. Since a, b, and c are positive a 0 andÊ � � Ê � � Ê # �# #

   b 0 0. The roots are r i and r i, thus 0 and� � Ê � � œ � � œ � � œ � �b b b b
2a 2a 2a 2a 2a 2a1 2

4ac b 4ac bÈ È� �# #

α

  0. The general solution to the differential equation is y e c cos x c sin x . Since" " "œ � œ �
È4ac b

2a
x

2
�

"
#

α � �
  1 sin x 1 and 1 cos x 1 c c sin x c  and c c cos x c� Ÿ Ÿ � Ÿ Ÿ Ê � Ÿ Ÿ � Ÿ Ÿ" " " "k k k k k k k k# # # " " "

  c c c cos x c sin x c cÊ � � Ÿ � Ÿ �k k k k k k k k" # " # " #" "

  e c c e c cos x c sin x e c cÊ � � Ÿ � Ÿ �α α αx x x� � � � � �k k k k k k k k" # " # " #" "

  e c c c c e 0 and e c c c c e 0lim lim lim lim
x x x x

x x x x
Ä∞ Ä∞ Ä∞ Ä∞

" # " # " # " #c d � � c d � �� � k k k k � � k k k kk k k k k k k kα α α α� � œ � � œ � œ � œ

  thus by the Sandwich theorem,  e c cos x c sin x 0.lim
x

x
Ä∞

" #c d� �α " "� œ
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17.2  NONHOMOGENEOUS LINEAR EQUATIONS

 1. y 3y 10y 3 r 3r 10 0 r 5 r 2 0 r 5 or r 2 y c e c e ;  y Aww w �� � œ � Ê � � œ Ê � � œ Ê œ œ � Ê œ � œ2 5x 2x
c 1 2 p� �� �

 y 0 y 0 0 3 0 10A 3 A y c e c eÊ œ Ê œ Ê � � œ � Ê œ Ê œ � �w ww �
p p

3 3
10 101 2

5x 2x� �
 2. y 3y 10y 2x 3 r 3r 10 0 r 5 r 2 0 r 5 or r 2 y c e c e ;ww w �� � œ � Ê � � œ Ê � � œ Ê œ œ � Ê œ �2 5x 2x

c 1 2� �� �
 y Ax B y A y 0 0 3A 10 Ax B 2x 3 10Ax 3A 10B 2x 3p p pœ � Ê œ Ê œ Ê � � � œ � Ê � � � � œ �w ww � � � �
 10A 2, 3A 10B 3 A , B y c e c e xÊ � œ � � œ � Ê œ � œ Ê œ � � �1 9 1 9

5 25 5 251 2
5x 2x�

 3. y y sin x r r 0 r r 1 0 r 0 or r 1 y c e c e c c e ;ww w # †� œ Ê � œ Ê � œ Ê œ œ Ê œ � œ �� � c 1 2 1 2
0 x x x

 y A sin x B cos x y A cos x B sin x y A sin x B cos xp p pœ � Ê œ � Ê œ � �w ww

 A sin x B cos x A cos x B sin x sin x A B sin x A B cos x sin xÊ � � � � œ Ê � � � � � œ� � � � � �
 A B 1, A B 0 A , B y c c e sin x cos xÊ � � œ � � œ Ê œ � œ Ê œ � � �1 1 1 1

2 2 2 21 2
x

 4. y 2y y x r 2r 1 0 r 1 0 r 1 repeated twice y c e c x e ;ww w # � �#� � œ Ê � � œ Ê � œ Ê œ � Ê œ �2 x x
c 1 2� �

 y Ax Bx C y 2Ax B y 2A Ax Bx C 2 2Ax B 2A xp p pœ � � Ê œ � Ê œ Ê � � � � � œ# w ww # #� � � �
 Ax 4A B x 2A 2B C x A 1, 4A B 0, 2A 2B C 0 A 1, B 4,Ê � � � � � œ Ê œ � œ � � œ Ê œ œ �# #� � � �
 C 6 y c e c x e x 4x 6œ Ê œ � � � �1 2

x x� � #

 5. y y cos 3x r 1 0 r 0 i y e c cos x c sin x c cos x c sin x;ww # †� œ Ê � œ Ê œ „ Ê œ � œ �c 1 2 1 2
0 x� �

 y A sin 3x B cos 3x y 3A cos 3x 3B sin 3x y 9A sin 3x 9B cos 3xp p pœ � Ê œ � Ê œ � �w ww

 9A sin 3x 9B cos 3x A sin 3x B cos 3x cos 3x 8A sin x 8B cos x cos 3xÊ � � � � œ Ê � � œ� �
 8A 0, 8B 1 A 0, B y c cos x c sin x cos 3xÊ � œ � œ Ê œ œ � Ê œ � �1 1

8 1 2 )

 6. y y e r 1 0 r 0 i y e c cos x c sin x c cos x c sin x;ww # # †� œ Ê � œ Ê œ „ Ê œ � œ �x 0 x
c 1 2 1 2� �

 y A e y 2A e y 4A e 4A e A e e 5A e e 5A 1p
x x x x x x x x

p pœ Ê œ Ê œ Ê � œ Ê œ Ê œ# w # ww # # # # # #

 A y c cos x c sin x eÊ œ Ê œ � �1 1
5 51 2

x#

 7. y y 2y 20cos x r r 2 0 r 2 r 1 0 r 2 or r 1 y c e c e ;ww w �� � œ Ê � � œ Ê � � œ Ê œ œ � Ê œ �2 2x x
c 1 2� �� �

 y A sin x B cos x y A cos x B sin x y A sin x B cos xp p pœ � Ê œ � Ê œ � �w ww

 A sin x B cos x A cos x B sin x 2 A sin x B cos x 20cos xÊ � � � � � � œ� � � �
 3A B sin x A 3B cos x 20cos x 3A B 0, A 3B 20 A 2, BÊ � � � � � œ Ê � � œ � � œ Ê œ � œ �'� � � �
 y c e c e 2 sin x 6 cos xÊ œ � � �1 2

2x x�

 8. y y 2x 3e r 1 0 r 0 i y c cos x c sin x; y Ax B Ce y A Ceww w� œ � Ê � œ Ê œ „ Ê œ � œ � � Ê œ �x 2 x x
c 1 2 p p

 y Ce Ce Ax B Ce 2x 3e Ax B 2Ce 2x 3e A 2, B 0, 2C 3Ê œ Ê � � � œ � Ê � � œ � Ê œ œ œww
p

x x x x x x� �
 A 2, B 0, C y c cos x c sin x 2x eÊ œ œ œ Ê œ � � �3 3

2 21 2
x

 9. y y e x r 1 0 r 1 r 1 0 r 1 or r 1 y c e c e ;ww # �� œ � Ê � œ Ê � � œ Ê œ œ � Ê œ �x 2 x x
c 1 2� �� �

 y Axe Bx Cx D y Ae Axe 2Bx C y 2Ae Axe 2Bp
x x x x x

p pœ � � � Ê œ � � � Ê œ � �# w ww

 2Ae Axe 2B Axe Bx Cx D e x 2Ae Bx Cx 2B D e xÊ � � � � � � œ � Ê � � � � œ �� � � � � �x x x x x x# # # #

 2A 1, B 1, C 0, 2B D 0 A , B 1, C 0, D 2Ê œ � œ � œ � œ Ê œ œ � œ œ �1
2

 y c e c e xe x 2Ê œ � � � �1 2
x x x1

2
� #
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10. y 2y y 6sin 2x r 2r 1 0 r 1 0 r 1, repeated twice y c e c xe ;ww w � �#� � œ Ê � � œ Ê � œ Ê œ � Ê œ �2 x x
c 1 2� �

 y A sin 2x B cos 2x y 2A cos 2x 2B sin 2x y 4A sin 2x 4B cos 2xp p pœ � Ê œ � Ê œ � �w ww

 4A sin 2x 4B cos 2x 2 2A cos 2x 2B sin 2x A sin 2x B cos 2x 6sin 2xÊ � � � � � � œ� � � �
 3A 4B sin 2x 4A 3B cos 2x 6sin 2x 3A 4B 6, 4A 3B 0 A , BÊ � � � � œ Ê � � œ � œ Ê œ � œ �� � � � 24 18

25 25

 y c e c xe sin 2x cos 2xÊ œ � � �1 2
x x 24 18

25 25
� �

11. y y 6y e 7cos x r r 6 0 r 3 r 2 0 r 3 or r 2 y c e c e ;ww w � �� � œ � Ê � � œ Ê � � œ Ê œ œ � Ê œ �x 2 3x 2x
c 1 2� �� �

 y Ae B sin x C cos x y Ae B cos x C sin x y Ae B sin x C cos xp
x x x

p pœ � � Ê œ � � � Ê œ � �� w � ww �

 Ae B sin x C cos x Ae B cos x C sin x 6 Ae B sin x C cos x e 7cos xÊ � � � � � � � � � œ �� � � �x x x x� � � �
 4Ae 7B C sin x B 7C cos x e 7cos x 4A 1, 7B C 0, B 7C 7Ê � � � � � � � œ � Ê � œ � � œ � � œ �� �x x� � � �
 A , B , C y c e c e e sin x cos xÊ œ � œ œ Ê œ � � � �1 7 49 1 7 49

4 50 50 4 50 501 2
3x 2x x� �

12. y 3y 2y e e x r 3r 2 0 r 1 r 2 0 r 1 or r 2 y c e c e ;ww w � � � �� � œ � � Ê � � œ Ê � � œ Ê œ � œ � Ê œ �x 2x 2 x 2x
c 1 2� �� �

 y Ax e Bx e Cx D y Ae Ax e B e 2Bx e Cp
x 2x x x 2x 2x

pœ � � � Ê œ � � � �� � w � � � �

 y 2Ae Ax e 4Be 4Bx e 2Ae Ax e 4Be 4Bx eÊ œ � � � � Ê � � � �ww � � � � � � � �
p

x x 2x 2x x x 2x 2x

       3 Ae Ax e B e 2Bx e C 2 Ax e Bx e Cx D e e x� � � � � � � � � œ � �� � � �� � � � � � � �x x 2x 2x x 2x x 2x

 Ax e B e 2Cx 3C 2D e e x A 1, B 1, 2C 1, 3C 2D 0Ê � � � � œ � � Ê œ � œ œ � � œ� � � �x 2x x 2x� �
 A 1, B 1, C , D y c e c e x e x e xÊ œ œ � œ � œ Ê œ � � � � �1 1 1 1

2 4 2 41 2
x 2x x 2x� � � �

13. 5 15x r 5r 0 r r 5 0 r 0 or r 5 y c e c e c c e ;d y dy
dx dx

2 0 x 5x 5x
c 1 2 1 2

2

2 � œ Ê � œ Ê � œ Ê œ œ � Ê œ � œ �# † � �� �
 y Ax Bx Cx y 3Ax 2Bx C y 6Ax 2B 6Ax 2B 5 3Ax 2Bx C 15xp p pœ � � Ê œ � � Ê œ � Ê � � � � œ$ # w # ww # #� �
 15Ax 6A 10B x 2B 5C 15x 15A 15, 6A 10B 0, 2B 5C 0 A 1, B , CÊ � � � � œ Ê œ � œ � œ Ê œ œ � œ# #� � � � 3 6

5 25

 y c c e x x xÊ œ � � � �1 2
5x 3 6

5 25
� $ #

14. 8x 3 r r 0 r r 1 0 r 0 or r 1 y c e c e c c e ;d y dy
dx dx

2 0 x 1 x x
c 1 2 1 2

2

2 � œ � � Ê � œ Ê � œ Ê œ œ Ê œ � œ �� � † †

 y Ax Bx y 2Ax B y 2Ax 2A 2Ax B 8x 3 2Ax 2A B 8x 3p
2

p pœ � Ê œ � Ê œ Ê � � œ � � Ê � � � œ � �w ww � � � �
 2A 8, 2A B 3 A 4, B 5 y c c e 4x 5xÊ � œ � � œ Ê œ œ Ê œ � � �1 2

x #

15. 3 e 12x r 3r 0 r r 3 0 r 0 or r 3 y c e c e c c e ;d y dy
dx dx

3x 2 0 x 3x 3x
c 1 2 1 2

2

2 � œ � Ê � œ Ê � œ Ê œ œ Ê œ � œ �� � †

 y Ax e Bx Cx y Ae 3Ax e 2Bx C y 6Ae 9Axe 2Bp
3x 3x 3x 3x 3x

p pœ � � Ê œ � � � Ê œ � �# w ww

 6Ae 9Axe 2B 3 Ae 3Ax e 2Bx C e 12x 3Ae 6Bx 2B 3C e 12xÊ � � � � � � œ � Ê � � � œ �3x 3x 3x 3x 3x 3x 3x� � � �
 3A 1, 6B 12, 2B 3C 0 A , B 2, C  y c c e x e 2x xÊ œ � œ � œ Ê œ œ œ Ê œ � � � �1 4 1 4

3 3 3 31 2
3x 3x #

16. 7 42x 5x 1 r 7r 0 r r 7 0 r 0 or r 7 y c e c e c c e ;d y dy
dx dx

2 0 x 7x 7x
c 1 2 1 2

2

2 � œ � � Ê � œ Ê � œ Ê œ œ � Ê œ � œ �# † � �� �
 y Ax Bx Cx y 3Ax 2Bx C y 6Ax 2Bp p pœ � � Ê œ � � Ê œ �$ # w # ww

 6Ax 2B 7 3Ax 2Bx C 42x 5x 1 21Ax 6A 14B x 2B 7C 42x 5x 1Ê � � � � œ � � Ê � � � � œ � �� � � � � �# # # #

 21A 42, 6A 14B 5, 2B 7C 1 A 2, B , C  y c c e 2x x xÊ œ � œ � œ Ê œ œ � œ Ê œ � � � �1 2 1 2
2 7 1 71 2

7x� $ #

17. y y x, r r 0 r r 1 0 r 0 or r 1 y c e c e c c e y 1, y eww w † � � �� œ Ê � œ Ê � œ Ê œ œ � Ê œ � œ � Ê œ œ2 0 x x x x
c 1 2 1 2 1 2� �

 v x and v x e v x dx x  andÊ œ œ œ œ œ œ � Ê œ œw w #�

� �

�
� �1 2

0 e 1 0
x e 0 x
1 e 1 e
0 e 0 e

x e x 1
e e 2

x
1

º º º º
º º º º

�

�

� �

� �

�

� �

x

x

x x

x x

x

x x
'

 v x e dx x e e y x 1 x e e e x x 1 y c c e x x2 p 1 2
x x x x x x x1 1 1

2 2 2œ � œ � � Ê œ � � � œ � � Ê œ � � �' # � # � #� � � �
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18. y y tan x, x r 1 0 r 0 i y c cos x c sin x y cos x, y sin xww � œ � � � Ê � œ Ê œ „ Ê œ � Ê œ œ1 1

2 2
2

c 1 2 1 2

 v sin x  and vÊ œ œ œ � † œ � œ œw w

� �

� �
1 2

0 sin x cos x 0
tan x cos x sin x tan x
cos x sin x cos x sin x
sin x cos x sin x cos x

sin x tan x sin x sin x cos x ta
1 cos x cos x

º º º º
º º º º

# n x sin x
1 cos xœ † œcos x sin x

 v dx dx dx cos x sec x dx sin x ln sec x tan x  andÊ œ � œ œ � œ � œ � �1
sin x cos x 1 cos x 1
cos x cos x cos x cos x

' ' ' '� � � �# # #� k k
 v sin x dx cos x y sin x ln sec x tan x cos x cos x sin x cos x ln sec x tan x2 pœ œ � Ê œ � � � � œ � �' � �� � � �� � � � k kk k
 y c cos x c sin x cos x ln sec x tan xÊ œ � � �1 2 � � k k
19. y y sin x r 1 0 r 0 i y c cos x c sin x y cos x, y sin xww � œ Ê � œ Ê œ „ Ê œ � Ê œ œ2

c 1 2 1 2

 v sin x and v sin x cos xÊ œ œ œ � œ œ œw # w

� �

� �
1 2

0 sin x cos x 0
sin x cos x sin x sin x
cos x sin x cos x sin x
sin x cos x sin x cos x

sin x sin x cos x
1 1

º º º º
º º º º

#

 v sin x dx dx sin 2x x, and  v sin x cos x dx sin xÊ œ � œ œ � œ œ1 2
cos 2x 1 1 1

2 4 2 2
' ' '# #�"

 y sin 2x x cos x sin x sin x sin x cos x x cos x sin x sin x cos xÊ œ � � œ � � �p
1 1 1 1 1 1 1
4 2 2 2 2 2 2

ˆ ‰ ˆ ‰� � � �# # #

 x cos x sin x y c cos x c sin x x cos xœ � � Ê œ � �1 1 1
2 2 21 2

20. y 2y y e  r 2r 1 0 r 1 0 r 1, repeated twice y c e c x eww w � �#� � œ Ê � � œ Ê � œ Ê œ � Ê œ �x 2 x x
c 1 2� �

 y e , y x eÊ œ œ1 2
x x� �

 v x e  and v e v x e dx x eÊ œ œ œ � œ œ œ Ê œ � œ �w # w # # #� �

� � � �

�
1 2

0 x e e 0
e e xe e e

e x e e x e
e e xe e e xe

x 1 1
e e 2

x x x
1

º º º º
º º º º

� �

� � �

� � � �

� � � � � �

�# �#

x x

x x x x x

x x x x

x x x x x x

x x
' x x1

4� e#

 and v e dx e y x e e e e x e e y c e c x e e2 p 1 2
x x x x x x x x x x x1 1 1 1 1 1

2 2 4 2 4 4œ œ Ê œ � � � œ Ê œ � �' # # # # � # � � �ˆ ‰ ˆ ‰� � � �

21. y 2y y e  r 2r 1 0 r 1 0 r 1, repeated twice y c e c x eww w � � �#� � œ Ê � � œ Ê � œ Ê œ � Ê œ �x 2 x x
c 1 2� �

 y e , y x eÊ œ œ1 2
x x� �

 v x and v 1 v x dx xÊ œ œ œ � œ œ œ Ê œ � œ �w w #� �

� � � �

�
1 2

0 x e e 0
e e xe e e
e x e e x e
e e xe e e xe

x e e 1
e e 21

º º º º
º º º º

� �

� � � � �

� � � �

� � � � � �

�# �#

�# �#

x x

x x x x x

x x x x

x x x x x x

x x

x x
'

 and v 1dx x y x e x x e x e y c e c x e x e2 p 1 2
1 1 1
2 2 2

x x x x x xœ œ Ê œ � � œ Ê œ � �' ˆ ‰� � � �� �# � � # � � � # �

22. y y x r 1 0 r 1 r 1 0 r 1 or r 1 y c e c e y e , y eww � �� œ Ê � œ Ê � � œ Ê œ œ � Ê œ � Ê œ œ2 x x x x
c 1 2 1 2� �� �

 v x e  and v x e v x e dx x e eÊ œ œ œ œ œ œ � Ê œ œ � �w � w � � ��

� �

�
� �1 2

0 e e 0
x e e x
e e e e
e e e e

x e 1 x e 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2

x x x x x
1

º º º º
º º º º

�

�

� �

� �

�

x x

x x

x x x x

x x x x

x x '

 and v x e dx x e e y x e e e x e e e x2 p
1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2

x x x x x x x x xœ � œ � � Ê œ � � � � � œ �' ˆ ‰ ˆ ‰� � �

 y c e c e xÊ œ � �1 2
x x�

23. y y e  r 1 0 r 1 r 1 0 r 1 or r 1 y c e c e y e , y eww � �� œ Ê � œ Ê � � œ Ê œ œ � Ê œ � Ê œ œx 2 x x x x
c 1 2 1 2� �� �

 v  and v e v dx x and v e dx eÊ œ œ œ œ œ œ � Ê œ œ œ � œ �w w�

� �

�
� �1 2

0 e e 0
e e e e
e e e e
e e e e

1 1 e 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 4

2x 2x 2x
1 2

º º º º
º º º º

�

�

� �

� �

x x

x x x x

x x x x

x x x x

2x ' '

 y x e e e x e e y c e c e x eÊ œ � � œ � Ê œ � �p 1 2
1 1 1 1 1
2 4 2 4 2

x 2x x x x x x xˆ ‰ ˆ ‰ � �
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24. y y sin x r 1 0 r 1 r 1 0 r 1 or r 1 y c e c e y e , y eww � �� œ Ê � œ Ê � � œ Ê œ œ � Ê œ � Ê œ œ2 x x x x
c 1 2 1 2� �� �

 v e sin x and v e sin xÊ œ œ œ œ œ œ �w � w�

� �

�
� �1 2

0 e e 0
sin x e e sin x
e e e e
e e e e

e sin x 1 e sin x 1
2 2 2 2

x x
º º º º
º º º º

�

�

� �

� �

�

x x

x x

x x x x

x x x x

x x

 v e sin x dx e cos x e sin x and v e sin x dx e cos x e sin xÊ œ œ � � œ � œ �1 2
1 1 1 1 1 1
2 4 4 2 4 4

x x x x x x' '� � �

 y e cos x e sin x e e cos x e sin x e sin x y c e c e e sin xÊ œ � � � � œ � Ê œ � �p 1 2
1 1 1 1 1 1
4 4 4 4 2 2

x x x x x x x x xˆ ‰ ˆ ‰� � � �

25. y 4y 5y 10 r 4r 5 0 r 2 i y e c cos x c sin xww w �� „ �
� � œ Ê � � œ Ê œ œ � „ Ê œ �2 2x4 4 4 1 5

2 1 1 2
È � �� �� �

2 � �
 y e cos x, y e sin x vÊ œ œ Ê œ œ1 2

2x 2x
1

0 e sin x
10 e cos x 2e sin x

e cos x e sin x
e sin x e cos x e cos x 2e sin x

10e sin� � w �

� �# �

�
º º

º º
�

� �

� �

� � � �

�

2x

2x 2x

2x 2x

2x 2x 2x 2x

2x x
e

2x
�4x œ �10e sin x

 and v 10e cos xw � �#

� �# �

2

e cos x 0
e sin x e cos x 10

e cos x e sin x
e sin x e cos x e cos x 2e sin x

10e cos x
e

2xœ œ œ
º º

º º
�

� �

� �

� � � �

�

�

2x

2x 2x

2x 2x

2x 2x 2x 2x

2x

4x

 v 10e sin x dx 2e cos x 4e sin x and v 10e cos x dx 2e sin x 4e cos xÊ œ � œ � œ œ �1 2
2x x x 2x x x' '# # # #

 y 2e cos x 4e sin x e cos x 2e sin x 4e cos x e sin x 2 y e c cos x c sin x 2Ê œ � � � œ Ê œ � �p 1 2
x x 2x x x 2x 2x� �� � � �� � � �# # � # # � �

26. y y 2 r r 0 r r 1 0 r 0 or r 1 y c e c e c c e y 1, y eww w †� œ Ê � œ Ê � œ Ê œ œ Ê œ � œ � Ê œ œx 2 0 x x x x
c 1 2 1 2 1 2� �

 v 2  and v v 2 dx 2  andÊ œ œ œ � œ œ œ Ê œ � œw w�
1 2

0 e 1 0
2 e 0 2
1 e 1 e
0 e 0 e

2 e 2 2 1
e e e ln 2

x x xx
1

º º º º
º º º º

x

x x x

x x

x x

x x x

x x ˆ ‰ '

 v dx y 2 1 e 2 22 p
2 1 2 1 1 2 1 1 ln 2 1
e ln 2 1 e ln 2 ln 2 1 e ln 2 ln 2 1 ln 2 ln 2 1

x x xx x x xœ œ Ê œ � œ � œ' ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰� � ˆ ‰
� � � �

�� �
 y c c e 2Ê œ � �1 2

x xln 2 1
ln 2 ln 2 1

�
�� �

27. y sec x, x r 1 0 r 0 i y c cos x c sin x y cos x, y sin xd y
dx 2 2

2
c 1 2 1 2

2

2 � œ � � � Ê � œ Ê œ „ Ê œ � Ê œ œ1 1

 v tan x and v sin x v tan x dxÊ œ œ œ � œ œ œ Ê œ �w w

� �

� �
1 2

0 sin x cos x 0
sec x cos x sin x sec x
cos x sin x cos x sin x
sin x cos x sin x cos x

sin x sec x 1
1 1 1

º º º º
º º º º

'

 dx ln cos x  and v 1 dx x y ln cos x cos x x sin x cos x ln cos x x sin xœ � œ œ œ Ê œ � œ �' 'sin x
cos x 2 pk k � �� � � �� � k kk k

 y c cos x c sin x cos x ln cos x x sin xÊ œ � � �1 2 k k

28. e cos x r r 0 r r 1 0 r 0 or r 1 y c e c e c c ed y dy
dx dx

x 2 0 x x x
c 1 2 1 2

2

2 � œ Ê � œ Ê � œ Ê œ œ Ê œ � œ �� � †

 y 1, y e v e cos x and v cos xÊ œ œ Ê œ œ œ � œ œ œ1 2
x x

1 2

0 e 1 0
e cos x e 0 e cos x

1 e 1 e
0 e 0 e

e cos x e cos x
e e

w w�
º º º º

º º º º
x

x x x

x x

x x

2x x

x x

 v e cos x dx e sin x e cos x and and v cos x dx sin xÊ œ � œ � � œ œ1 2
x x x1 1

2 2
' '

 y e sin x e cos x 1 sin x e e sin x e cos x y c c e e sin x e cos xÊ œ � � � œ � Ê œ � � �p 1 2
1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2

x x x x x x x xˆ ‰� � � �� �
29. y 5y x e , y Ax e Bx e y 5Ax e 2Ax e 5Bx e B eww w # w #� œ œ � Ê œ � � �5x 5x 5x 5x 5x 5x 5x

p p

 y 25Ax e 20Ax e 2Ae 25Bx e 10B eÊ œ � � � �ww #
p

5x 5x 5x 5x 5x

 25Ax e 20Ax e 2Ae 25Bx e 10B e 5 5Ax e 2Ax e 5Bx e B e x eÊ � � � � � � � � œ� � � �# #5x 5x 5x 5x 5x 5x 5x 5x 5x 5x

 10Ax e 2A 5B e x e 10A 1, 2A 5B 0 A , B y x e x e ;Ê � � œ Ê œ � œ Ê œ œ � Ê œ �5x 5x 5x 5x 5x1 1 1 1
10 25 10 25p� � #

 r 5r 0 r r 5 0 r 0 or r 5 y c e c e c c e2 0 x 5x 5x
c 1 2 1 2� œ Ê � œ Ê œ œ Ê œ � œ �� � †

 y c c e x e x eÊ œ � � �1 2
5x 5x 5x1 1

10 25
#
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30. y y cos x sin x, y A cos x B sin x y A sin x B cos x y A cos x B sin xww w w ww� œ � œ � Ê œ � � Ê œ � �p p p

 A cos x B sin x A sin x B cos x cos x sin x A B sin x A B cos x cos x sin xÊ � � � � � œ � Ê � � � � œ �� � � � � �
 A B 1, A B 1 A 0, B 1 y sin x; r r 0 r r 1 0 r 0 or r 1Ê � œ � � œ Ê œ œ � Ê œ � � œ Ê � œ Ê œ œp

2 � �
 y c e c e c c e y c c e sin xÊ œ � œ � Ê œ � �c 1 2 1 2 1 2

0 x x x 5x†

31. y y 2cos x sin x, y Ax sin x Bx cos x y Ax cos x A sin x Bx sin x B cos xww w� œ � œ � Ê œ � � �p p

 y Ax sin x 2A cos x Bx cos x 2B sin xÊ œ � � � �ww
p

 Ax sin x 2A cos x Bx cos x 2B sin x Ax sin x Bx cos x cos x sin xÊ � � � � � � œ �� � � �
 2B sin x 2A cos x cos x sin x 2B 1, 2A 2 A 1, B y x sin x x cos x;Ê � � œ # � Ê � œ œ Ê œ œ � Ê œ �1 1

2 2p

 r 1 0 r 0 i y c cos x c sin x y c cos x c sin x x sin x x cos x2
c 1 2 1 2

1
2� œ Ê œ „ Ê œ � Ê œ � � �

32. y y 2y x e , y Ax e Bx e y Ax e 2Ax e Bx e B eww w # w #� � œ œ � Ê œ � � �x x x x x x x
p p

 y Ax e 4Ax e 2Ae Bx e 2B eÊ œ � � � �ww #
p

x x x x x

 Ax e 4Ax e 2Ae Bx e 2B e Ax e 2Ax e Bx e B e 2 Ax e Bx e x eÊ � � � � � � � � � � œ� � � � � �# # #x x x x x x x x x x x x

 6Ax e 2A 3B e x e 6A 1, 2A 3B 0 A , B y x e x e ;Ê � � œ Ê œ � œ Ê œ œ � Ê œ �x x 5x x x1 1 1 1
6 9 6 9p� � #

 r r 2 0 r 2 r 1 0 r 2 or r 1 y c e c e y c e c e x e x e2 2x x 2x x x x
c 1 2 1 2

1 1
6 9� � œ Ê � � œ Ê œ � œ Ê œ � Ê œ � � �� �� � � � #

33. e e r r 0 r r 1 0 r 0 or r 1 y c e c e c c ed y dy
dx dx

x x 2 0 x x x
c 1 2 1 2

2

2 � œ � Ê � œ Ê � œ Ê œ œ Ê œ � œ �� †� �
 (a) y 1, y e v e e  and v 1 e1 2

x x x 2x
1 2

0 e 1 0
e e e 0 e e

1 e 1 e
0 e 0 e

e 1 e e
e eœ œ Ê œ œ œ � � œ œ œ �w � w �� �� � �

º º º º
º º º º

x

x x x x x

x x

x x

2x x x

x x

� �

�

 v e e dx e e  and v 1 e dx x eÊ œ � � œ � � œ � œ �1 2
x x x x 2x 2x1

2
' '� � � �� � � �

 y e e 1 x e e e x e e y c c e x e eÊ œ � � � � œ � � � Ê œ � �p 1 2
x x 2x x x x x x x x1 1 1

2 2 2� �� � � �ˆ ‰� � � �

 (b) y Ax e B e y Ax e A e B e y Ax e 2A e B ep
x x x x x x x x

p pœ � Ê œ � � Ê œ � �� w � ww �

 Ax e 2A e B e Ax e A e B e e e A e 2B e e eÊ � � � � � œ � Ê � œ �� � � �x x x x x x x x x x x x� � � � �

 A 1, 2B 1 A 1, B y c c e x e eÊ œ œ Ê œ œ Ê œ � � �1 1
2 21 2

x x x�

34. 4 4y 2e r 4r 4 0 r 2 0 r 2, repeated twice y c e c x ed y dy
dx dx

2x 2 2x 2x
c 1 2

2

2 � � œ Ê � � œ Ê � œ Ê œ Ê œ �� �#

 (a) y e , y x e v 2x and v1 2
2x 2x

1 2

0 x e e 0
2e e 2x e 2e 2e
e x e e x e

2e e 2x e 2e e 2x e

2x e 2
eœ œ Ê œ œ œ � œ œw w�

� �

�
º º º º
º º º º

2x 2x

2x 2x 2x 2x 2x

2x 2x 2x 2x

2x 2x 2x 2x 2x 2x

4x

4x
e

e

4x

4x œ 2

 v 2x dx x  and v 2 dx 2x y x e 2x x e x eÊ œ � œ � œ œ Ê œ � � œ1 2 p
2x 2x x' '� � � �� � � �� �# # #

 y c e c x e x eÊ œ � �1 2
2x 2x x#

 (b) y Ax e y Ax e Ax e y A e 8Ax e 4Ax ep
2x 2x 2x 2x 2x 2x

p pœ Ê œ # � # Ê œ # � �# w # ww #

 A e 8Ax e 4Ax e 4 Ax e Ax e 4Ax e 2e A e 2eÊ # � � � # � # � œ Ê # œ� � � �2x 2x 2x 2x 2x 2x 2x 2x 2x# # #

 2A 2 A 1 y c e c x e x eÊ œ Ê œ Ê œ � �1 2
2x 2x x#

35. 4 5y e 4 r 4r 5 0 r 5 r 1 0 r 5 or r 1 y c e c ed y dy
dx dx

x 2 5x x
c 1 2

2

2 � � œ � Ê � � œ Ê � � œ Ê œ œ � Ê œ �� �� � �

 (a) y e , y e v e e  and v1 2
5x x 4x 5x

1 2

0 e e 0
e 4 e
e e e e

5e e 5e e

1 e 1 2 e 4e
6e 6 3

5e e 4œ œ Ê œ œ œ � œ œ� w � � w� �

� �

� �% �
�

�
º º º º
º º º º

�

�

� �

� �

�

x 5x

x x

5x x 5x x

5x x 5x x

x 6x 5

4x

5x x x

4x�6e 6 3
1 22x xœ � �e e

 v e e dx e e  and  v e e dx e eÊ œ � œ � � œ � � œ � �1 2
1 2 1 2 1 2 1 2
6 3 24 15 6 3 12 3

4x 5x 4x 5x 2x x 2x x' 'ˆ ‰ ˆ ‰� � � �

 y e e e e e e e y c e c e eÊ œ � � � � � œ � � Ê œ � � �p 1 2
1 2 1 2 1 4 1 4

24 15 12 3 8 5 8 5
4x 5x 5x 2x x x x 5x x xˆ ‰ ˆ ‰� � � �� � � �

 (b) y Ae B y Ae y Ae Ae 4Ae 5 Ae B e 4 8A e 5B e 4p
x x x x x x x x x

p pœ � Ê œ Ê œ Ê � � � � œ � Ê � � œ �w ww � �
 8A 1, 5B 4 A , B y c e c e eÊ � œ � œ Ê œ � œ � Ê œ � � �1 4 1 4

8 5 8 51 2
5x x x�
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36. 9 9e r 9r 0 r r 9 0 r 0 or r 9 y c e c e c c ed y dy
dx dx

9x 2 0 x 9x 9x
c 1 2 1 2

2

2 � œ Ê � œ Ê � œ Ê œ œ Ê œ � œ �� � †

 (a) y 1, y e v e  and v 11 2
9x 9x

1 2

0 e
9e 9e

1 e 1 e
0 9e 0 9e

9e 9e
9e 9e

1 0
0 9e

œ œ Ê œ œ œ � œ œ œw w�
º º
º º º º

º º9x

9x 9x

9x 9x

9x 9x

18x 9x

9x 9x

9x

 v e dx e  and v 1 dx x y e 1 x e e x eÊ œ � œ � œ œ Ê œ � � œ � �1 2 p
9x 9x 9x 9x 9x 9x1 1 1

9 9 9
' '� � � � � � � �� �ˆ ‰

 y c c e x eÊ œ � �1 2
9x 9x

 (b) y Ax e y 9Ax e A e y 81Ax e 18A ep
9x 9x 9x 9x 9x

p pœ Ê œ � Ê œ �w ww

 81Ax e 18A e 9 9Ax e A e 9e 9A e 9e 9A 9 A 1Ê � � � œ Ê œ Ê œ Ê œ� � � �9x 9x 9x 9x 9x 9x 9x

 y c c e x eÊ œ � �1 2
9x 9x

37. y y cot x, 0 x r 1 0 r 0 i y c cos x c sin x y cos x, y sin xww � œ � � Ê � œ Ê œ „ Ê œ � Ê œ œ1 2
c 1 2 1 2

 v sin x cos x and v coÊ œ œ œ � œ � œ œ œw w

� �

� �
1 2

0 sin x cos x 0
cot x cos x sin x cot x
cos x sin x cos x sin x
sin x cos x sin x cos x

sin x cot x cos x cos x cot x
1 sin x 1

º º º º
º º º º s x † œcos x cos x

sin x sin x

#

 v cos x dx sin x and v dx dx dx csc x sin x dxÊ œ � œ œ œ œ � œ �1 2
cos x 1 sin x 1 sin x
sin x sin x sin x sin x

' ' ' ' '� � � �# # #�

 ln csc x cot x sin x y sin x cos x ln csc x cot x sin x sin x sin x ln csc x cot xœ � � Ê œ � � � œ � �k k � �� � � �� � � � k kk kp

 y c cos x c sin x sin x ln csc x cot xÊ œ � � �1 2 � � k k
38. y y csc x, 0 x r 1 0 r 0 i y c cos x c sin x y cos x, y sin xww � œ � � Ê � œ Ê œ „ Ê œ � Ê œ œ1 2

c 1 2 1 2

 v sin x 1 and v cos xÊ œ œ œ � œ � œ œ œ †w w

� �

� �
1 2

0 sin x cos x 0
csc x cos x sin x csc x
cos x sin x cos x sin x
sin x cos x sin x cos x

sin x csc x 1 cos x csc x 1
1 sin x 1 si

º º º º
º º º º n x sin x

cos xœ

 v 1 dx x and v dx ln sin x y x cos x ln sin x sin xÊ œ � œ � œ œ Ê œ � �1 2 p
cos x
sin x

' '� � k k � �� � � �� �k k
 x cos x sin x ln sin x y c cos x c sin x x cos x sin x ln sin xœ � � Ê œ � � �� � k k � � k k1 2

39. y 8y e r 8r 0 r r 8 0 r 0 or r 8 y c e c e c c e ;ww w †� œ Ê � œ Ê � œ Ê œ œ Ê œ � œ �8x 2 0 x 8x 8x
c 1 2 1 2� �

 y Ax e y Ae 8Ax e y 16Ae 64Ax e 16Ae 64Ax e 8 Ae 8Ax e ep
8x 8x 8x 8x x 8x x 8x 8x 8x

p pœ Ê œ � Ê œ � Ê � � � œw ww � � � �
 8Ae e 8A 1 A y c c e x eÊ œ Ê œ Ê œ Ê œ � �8x 8x 8x 8x1 1

8 81 2

40. y 4y sin x r 4 0 r 0 2i y e c cos 2x c sin 2x c cos 2x c sin 2x;ww # †� œ Ê � œ Ê œ „ Ê œ � œ �c 1 2 1 2
0 x� �

 y A sin x B cos x y A cos x B sin x y A sin x B cos xp p pœ � Ê œ � Ê œ � �w ww

 A sin x B cos x 4 A sin x B cos x sin x 3A sin x 3B cos x sin x 3A 1, 3B 0Ê � � � � œ Ê � œ Ê œ œ� � � �
 A , B 0 y c cos 2x c sin 2x sin xÊ œ œ Ê œ � �1 1

3 31 2

41. y y x r r 0 r r 1 0 r 0 or r 1 y c e c e c c e ;ww w †� œ Ê � œ Ê � œ Ê œ œ Ê œ � œ �3 2 0 x x x
c 1 2 1 2� �

 y Ax Bx Cx Dx y 4Ax 3Bx 2Cx D y 12Ax 6Bx 2Cp p pœ � � � Ê œ � � � Ê œ � �% $ # w $ # ww #

 12Ax 6Bx 2C 4Ax 3Bx 2Cx D xÊ � � � � � � œ� � � �# $ # 3

 4Ax 12A 3B x 6B 2C x 2C D x 4A 1, 12A 3B 0, 6B 2C 0, 2C D 0Ê � � � � � � � œ Ê � œ � œ � œ � œ$ #� � � � � � 3

 A , B 1, C 3, D y c c e x x 3x 6xÊ œ � œ � œ � œ �' Ê œ � � � � �1 1
4 41 2

x % $ #

42. y 4y 5y x 2 r 4r 5 0 r 2 i y e c cos x c sin xww w �� „ �
� � œ � Ê � � œ Ê œ œ � „ Ê œ �2 2x4 4 4 1 5

2 1 c 1 2
È � �� �� �

2 � �
 y Ax B y A y 0 0 4A 5 Ax B x 2 5Ax 4A 5B x 2 5A 1,p p pœ � Ê œ Ê œ Ê � � � œ � Ê � � œ � Ê œw ww � � � �
 4A 5B 2 A , B y e c cos x c sin x x� œ Ê œ œ Ê œ � � �1 6 1 6

5 25 5 25
2x

1 2
� � �
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43. y 2y x e r 2r 0 r r 2 0 r 0 or r 2 y c e c e c c e ;ww w # † � �� œ � Ê � œ Ê � œ Ê œ œ � Ê œ � œ �x 2 0 x 2x 2x
c 1 2 1 2� �

 y Ax Bx Cx De y 3Ax 2Bx C De y 6Ax 2B Dep
x x x

p pœ � � � Ê œ � � � Ê œ � �$ # w # ww

 6Ax 2B De 2 3Ax 2Bx C De x e 6Ax 6A 4B x 2B 2C 3De x eÊ � � � � � � œ � Ê � � � � � œ �� � � � � � � �x x x x x# # # #

 6A 1, 6A 4B 0, 2B 2C 0, 3D 1 A , B , C , DÊ œ � œ � œ œ � Ê œ œ � œ œ �1 1 1 1
6 4 8 3

 y c c e x x x eÊ œ � � � � �1 2
2x x1 1 1 1

6 4 8 3
� $ #

44. y 9y 9x cos x r 9 0 r 0 3i y e c cos 3x c sin 3x c cos 3x c sin 3x;ww # †� œ � Ê � œ Ê œ „ Ê œ � œ �c 1 2 1 2
0 x� �

 y Ax B C sin x D cos x y A C cos x D sin x y C sin x D cos xp p pœ � � � Ê œ � � Ê œ � �w ww

 C sin x D cos x 9 Ax B C sin x D cos x 9x cos x 9Ax 9B 8C sin x 8D cos x 9x cos xÊ � � � � � � œ � Ê � � � œ �� � � �
 9A 9, 9B 0, 8C 0, 8D 1 A 1, B 0, C 0, D y c cos 3x c sin 3x x cos xÊ œ œ œ œ � Ê œ œ œ œ � Ê œ � � �1 1

8 81 2

45. y sec x tan x, x r 1 0 r 0 i y c cos x c sin x y cos x, y sin xd y
dx 2 2

2
c 1 2 1 2

2

2 � œ � � � Ê � œ Ê œ „ Ê œ � Ê œ œ1 1

 v tan x and vÊ œ œ œ � œ œw # w

� �

� �
1 2

0 sin x cos x 0
sec x tan x cos x sin x sec x tan x

cos x sin x cos x sin x
sin x cos x sin x cos x

sin x sec x tan x cos x sec x tan x
1 1

º º º º
º º º º œ tan x

 v tan x dx 1 sec x dx x tan x and v tan x dx dx ln cos xÊ œ � œ � œ � œ œ œ �1 2
sin x
cos x

' ' ' '# #� � k k
 y x tan x cos x ln cos x sin x x cos x sin x sin x ln cos xÊ œ � � � œ � �p � �� � � �� � � � k kk k
 y c cos x c sin x x cos x sin x ln cos xÊ œ � � �1 2 � � k k
46. y 3y 2y e 2e r 3r 2 0 r 1 r 2 0 r 1 or r 2 y c e c e ;ww w� � œ � Ê � � œ Ê � � œ Ê œ œ Ê œ �x 2x 2 x 2x

c 1 2� �� �
 y Ax e Bx e y 2Ax e A e Bx e Be y 4Ax e 4A e Bx e 2Bep

2x x 2x 2x x x 2x 2x x x
p pœ � Ê œ � � � Ê œ � � �w ww

 4Ax e 4A e Bx e 2Be 3 2Ax e A e Bx e Be 2 Ax e Bx e e 2eÊ � � � � � � � � � œ �� � � � � �2x 2x x x 2x 2x x x 2x x x 2x

 A e Be e 2e A 2, B 1 A 2, B 1 y c e c e 2x e x eÊ � œ � Ê œ � � œ Ê œ � œ � Ê œ � � �2x x x 2x x 2x 2x x
1 2

47. y 3y e r 3 0 r 3 y c e ; y Ae y Ae Ae 3Ae e 2A e ew w� œ Ê � œ Ê œ Ê œ œ Ê œ Ê � œ Ê � œx 3x x x x x x x x
c 1 p p

 2A 1 A y c e eÊ � œ Ê œ � Ê œ �1 1
2 21

3x x

48. y 4y x r 4 0 r 4 y c e ; y Ax B y A A 4 Ax B xw � w� œ Ê � œ Ê œ � Ê œ œ � Ê œ Ê � � œc 1 p
4x

p � �
 4Ax A 4B x 4A 1, A 4B 0 A , B y c e xÊ � � œ Ê œ � œ Ê œ œ � Ê œ � �� � 1 1 1 1

4 16 4 161
4x�

49. y 3y 5e r 3 0 r 3 y c e ; y Ax e y 3Ax e A ew w� œ Ê � œ Ê œ Ê œ œ Ê œ �3x 3x 3x 3x 3x
c 1 p p

 3Ax e A e 3Ax e 5e A e 5e A 5 y c e 5x eÊ � � œ Ê œ Ê œ Ê œ �� �3x 3x 3x 3x 3x 3x 3x 3x
1

50. y y sin x r 1 0 r 1 y c e ; y A sin x B cos x y A cos x B sin xw � w� œ Ê � œ Ê œ � Ê œ œ � Ê œ �c 1 p
x

p

 A cos x B sin x A sin x B cos x sin x A B sin x A B cos x sin x A B 1, A B 0Ê � � � œ Ê � � � œ Ê � œ � œ� � � � � � � �
 A , B y c e sin x cos xÊ œ œ � Ê œ � �1 1 1 1

2 2 2 21
x�

51. y sec x, x y 0 y 0 1 r 1 0 r 0 i y c cos x c sin xd y
dx 2 2

2
c 1 2

2

2 � œ � � � ß œ œ Ê � œ Ê œ „ Ê œ �# w1 1 � � � �
 y cos x, y sin xÊ œ œ1 2

 v sec x tan x and v sec xÊ œ œ œ � œ œ œw w

� �

� �
1 2

0 sin x cos x 0
sec x cos x sin x sec x
cos x sin x cos x sin x
sin x cos x sin x cos x

sin x sec x cos x sec x
1 1

º º º º
º º º º

# ## #

 v sec x tan x dx sec x and v sec x dx ln sec x tan xÊ œ � œ � œ œ �1 2' ' k k
 y sec x cos x ln sec x tan x sin x 1 sin x ln sec x tan xÊ œ � � � œ � � �p � �� � � �� � � � k kk k
 y c cos x c sin x 1 sin x ln sec x tan x ; y 0 1 1 c 1 c 2;Ê œ � � � � œ Ê œ � Ê œ1 2 1 1� � k k � �
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 c sin x c cos x cos x ln sec x tan x sin x sec x, y 0 1 1 cdy
dx 1 2 2œ � � � � � œ Ê œ� � k k � � � �w

 y 2cos x sin x 1 sin x ln sec x tan xÊ œ � � � �� � k k

52. y e , y 0 0, y 0 r 1 0 r 0 i y c cos x c sin xd y
dx 5

2x 22
c 1 2

2

2 � œ œ œ Ê � œ Ê œ „ Ê œ �� � � �w

 y A e y 2A e y 4A e 4A e A e e 5A e e 5A 1 Ap
2x 2x 2x 2x 2x 2x 2x 2x

p p
1
5œ Ê œ Ê œ Ê � œ Ê œ Ê œ Ê œw ww

 y c cos x c sin x e y c sin x c cos x e ; y 0 0 c 0 c ;Ê œ � � Ê œ � � � œ Ê � œ Ê œ �1 2 1 2 1 1
1 2 1 1
5 5 5 5

2x 2xw � �
 y 0 c c 0 y cos x ew� � œ Ê � œ Ê œ Ê œ � �2 2 2 1 1

5 5 5 5 52 2
2x

53. y y x, y x, y 0 0, y 0 0; y x y x y 1 y y 1 x xww w w w ww ww w� œ œ � œ œ œ � Ê œ � " Ê œ Ê � œ � � " œp p
x x
2 2 p p
# #� � � �

 x x y  satisfies the differential equation. y y 0 r r 0 r r 1 0 r 0 or r 1Ê œ Ê � œ Ê � œ Ê � œ Ê œ œ �p
2ww w � �

 y c e c e c c e y c c e x y c e x 1;Ê œ � œ � Ê œ � � � Ê œ � � �c 1 2 1 2 1 2 2
0 x x x x xx

2
† � � � w �#

 y 0 0 0 c c y 0 0 c 1 0 c 1, c 1 y 1 e x� � � �œ Ê œ � ß œ Ê � � œ Ê œ œ � Ê œ � � �1 2 2 1 2
x x

2
w � #

54. y y x, y 2sin x x, y 0 0, y 0 0; y 2sin x x y 2cos x 1 y 2sin xww w w ww� œ œ � œ œ œ � Ê œ � Ê œ �p p p p� � � �
 y y 2sin x 2sin x x x x x y  satisfies the differential equation.  y y 0 r 1 0Ê � œ � � � œ Ê œ Ê � œ Ê � œww ww� � � � p

2

 r 0 i y c cos x c sin x y c cos x c sin x 2sin x x y c sin x c cos x 2cos x 1;Ê œ „ Ê œ � Ê œ � � � Ê œ � � � �c 1 2 1 2 1 2
w

 y 0 0 0 c ; y 0 0 0 c 3 c 3 y 3sin x 2sin x x sin x x� � � �œ Ê œ œ Ê œ � Ê œ � Ê œ � � � œ � �1 2 2
w

55. y y y 4e cos x sin x , y 2e cos x , y 0 0, y 0 1; y 2e cos x y 2e cos x 2e sin x1
2

x x x x x
p p p

ww w w w� � œ � œ œ œ œ Ê œ �� � � � � �
 y 4e sin x y y y 4e sin x 2e cos x 2e sin x 2e cos x 4e cos x 4e sin xÊ œ � Ê � � œ � � � � œ �ww ww w

p
x x x x x x x1 1

2 2 � � � �
 4e cos x 4e sin x 4e cos x sin x y  satisfies the differential equation. y y y 0 r r 1 0Ê � œ � Ê � � œ Ê � � œx x x

p
1 1
2 2� � ww w #

 r 1 i y e c cos x c sin x y e c cos x c sin x 2e cos xÊ œ œ � „ Ê œ � Ê œ � �
� „ �

� �
1 1 4 1

2 c 1 2 1 2
x x xÉ ˆ ‰� �

ˆ ‰
2 1

2
1
2

� � � �
 y e c cos x c sin x e c sin x c cos x 2e cos x 2e sin x; y 0 0 c 2 0 c 2;Ê œ � � � � � � � œ Ê � œ Ê œ �w � �x x x x

1 2 1 2 1 1� � � � � �
 y 0 1 c c 2 1 c 3 y e 2cos x 3sin x 2e cos x 2 e e cos x 3e sin xw � � �� � � � � �œ Ê � � � œ Ê œ � Ê œ � � � œ � �1 2 2

x x x x x

56. y y 2y 1 2x, y x 1, y 0 0, y 0 1; y x 1 y 1 y 0ww w w w ww� � œ � œ � œ œ œ � Ê œ Ê œp p p p� � � �
 y y 2y 0 1 2 x 1 1 2x 1 2x 1 2x y  satisfies the differential equationÊ � � œ � � � œ � Ê � œ � Ê Þww w � � p

 y y 2y 0 r r 2 0 r 2 r 1 0 r 2 or r 1 y c e c eww w # # �� � œ Ê � � œ Ê � � œ Ê œ œ � Ê œ �� �� � c 1 2
x x

 y c e c e x 1 y 2c e c e 1; y 0 0 c c 1 0 c c 1,Ê œ � � � Ê œ � � œ Ê � � œ Ê � œ1 2 1 2 1 2 1 2
x x x x# � w # � � �

 y 0 1 2c c 1 1 2c c 0. Thus c c 1, 2c c 0 c , cw� � œ Ê � � œ Ê � œ � œ � œ Ê œ œ1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
1 2
3 3

 y e e x 1Ê œ � � �1 2
3 3

x x# �

57. y 2y y 2e , y x e , y 0 1, y 0 0; y x e y x e 2x e y x e 4x e 2 eww w # w # w # ww #� � œ œ œ œ œ Ê œ � Ê œ � �x x x x x x x x
p p p p� � � �

 y 2y y x e 4x e 2 e 2 x e 2x e x e x e x e x e y  satisfies the differentialÊ � � œ � � � � � œ Ê œ Êww w # # # # # #� � � �x x x x x x x x x
p

 equation  y 2y y 0 r 2r 1 0 r 1 0 r 1, repeated twice y c e c xeÞ � � œ Ê � � œ Ê � œ Ê œ Ê œ �ww w # #� � c 1 2
x x

 y c e c xe x e y c e c xe c e x e 2x e ; y 0 1 c 1; y 0 0 c c 0Ê œ � � Ê œ � � � � œ Ê œ œ Ê � œ1 2 1 2 2 1 1 2
x x x x x x x x# w # w� � � �

 c 1 y e xe x eÊ œ � Ê œ � �2
x x x#

58. y 2y y x e , x 0, y x e ln x, y 1 e, y 1 0; y x e ln x y e x e ln x e ln xww w � w w� � œ � œ œ œ œ Ê œ � �1 x x x x x x
p p p� � � �

 y 2 e x e ln x e ln xÊ œ � � �ww
p

x x x e
x

x

 y 2y y 2 e x e ln x e ln x 2 e x e ln x e ln x x e ln x x eÊ � � œ � � � � � � � œ Ê œww w �ˆ ‰ � �x x x x x x x 1 xe e e
x x x

x x x

 y  satisfies the differential equation  y 2y y 0 r 2r 1 0 r 1 0 r 1, repeated twiceÊ Þ � � œ Ê � � œ Ê � œ Ê œp
ww w # #� �

 y c e c xe y c e c xe x e ln x y c e c xe c e e x e ln x e ln x;Ê œ � Ê œ � � Ê œ � � � � �c 1 2 1 2 1 2 2
x x x x x x x x x x xw
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 y 1 e c e c e e, y 1 0 c e 2c e e 0 c e 2c e e c c 1, c 2c 1� � � �œ Ê � œ œ Ê � � œ Ê � œ � Ê � œ � œ �1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
w

 c 3, c 2 y 3e 2xe x e ln xÊ œ œ � Ê œ � �1 2
x x x

59. x y 2xy 2y x y x , y x# ww w # �#� � œ ß œ œ1 2

 v x  and vÊ œ œ œ � œ œ œw w

� �

� �

1 2

0 x

1

x x x x
2x 1 2x 1

x 1 x 1
3x 3 3x 3

3

x 0

2x» » » »
º º º º

x
x

3 3

3 x
x

#

#

�# �#

� �

�# �#

�#

�
#

# �#

 v x dx x and v dx x y x x x x xÊ œ � œ � œ œ Ê œ � � œ1 2 p
1 1 1 1 1 1 1
3 12 3 3 12 3 4

3 4 4 2' ' ˆ ‰ ˆ ‰� � � ��#

60. x y xy y x y x , y x# ww w �� � œ ß œ œ1 2
1

 v x and v xÊ œ œ œ � œ œ œw w �

� �

�
�

1 2

0 x
1

x x x x
x 1 x 1

1 1 x 1
2x 2 2x 2

x 0
x

1
º º

º º º º
» »x

x
1 1

2 2

1 1

1

2 x
x#

� �

� �

� �

�

�

# �#

 v x dx x and v x dx ln x y x x ln x x x x ln xÊ œ � œ � œ œ l l Ê œ � � l l œ � � l l1 2 p
1 1 1 1 1 1 1 1
2 4 2 2 4 2 4 2

2 1 2 1' ' � �ˆ ‰ ˆ ‰� � � �

17.3  APPLICATIONS

 1. mg 16 m ; k 1; 1 1 1y y , y 2, y 2œ Ê œ œ œ Ê � � œ ! Ê � � œ ! ! œ ! œ16 16 1
32 32 dt dt 2 dt dt

d y dy d y dy
$

2 2

2 2 � � � �w

 2. mg 8 lb m ; 8 k 4 k 2; 1.5 1.5 2y 2y , y 2,œ Ê œ œ † Ê œ œ Ê � � œ ! Ê � � œ ! ! œ �8 8 1 3
32 32 dt dt 4 dt 2 dt

d y dy d y dy
$

2 2

2 2 � �
 y 3w� �! œ

 3. 20 k k 40; w 25 lb m ; 0 0 40y . If w 25 lb, it stretches theœ † Ê œ œ Ê œ œ Ê � † � œ ! œ1 25 25
2 32 32 dt dt

d y dy
$

2

2

 spring 25 40x x  ft spring is now stretched  ft below equilibrium y 0 ; initial velocityœ Ê œ Ê � œ Ê œ5 6 5 5 7 7
8 12 8 24 24

� � �
 is v   y . Thus we have 40y , y 0 , y!

w win ft 25 7
sec 12 sec 12 32 dt 24 12

v v vd yœ Ê ! œ � œ ! œ ! œ! ! !� � � � � �2

2

 4. w 10 lb m ;  10 k k 60 ; 60yœ Ê œ œ † Ê œ œ œ Ê � � œ !10 2 lb 20 20 10 20
32 12 ft g 32 dt dt32 32

d y dyˆ ‰ $ È È È2

2

 60y , y , y 0Ê � � œ ! ! œ ! œ10 5 1
32 dt dt 4

d y dy
2

2

2 È � � � �w

 5. E t 20cos t; R 4 ; q 10q; L 2 2 4 10q 20cos t q 0 2, q 0 3� � � � � �œ œ œ œ Ê � � œ ß œ œdq dq d q d q dq
dt dt C dt dt dt dt

1 di # #

# #

w

 6. L 2, R 12, C , E t 300 2 12 16q 300 q 0 0, q 0 0œ œ œ œ Ê � � œ ß œ œ1
16 dt dt

d q dq� � � � � �#

#

w

 7. mg 16 m ; k 1; resistance velocity 1 1 1y , y 2, y 2œ Ê œ œ œ Ê œ Ê � � œ ! ! œ ! œ16 1
32 2 dt dt

d y dy
$

2

2 � � � �w

 r r 1 r 2r 2 0 r 1 i y e c cos t c sin t ,Ê � � œ ! Ê � � œ Ê œ œ � „ Ê œ �1
2 2 1

2 2 t2 2 4 1 2
1 2

� „ � �È � �� �� �
2 � �

 y e c sin t c cos t e c cos t c sin t ; y 2 c 2; y 2 c c 2 c 4Ê œ � � � � ! œ Ê œ ! œ Ê � œ Ê œw � � wt t
1 2 1 2 1 2 1 2� � � � � � � �

 y t e 2 cos t 4 sin t . At t , y e 2 cos 4sin 2e 0.0864  0.0864 ft aboveÊ œ � œ œ � œ � ¸ � Ê� � � � � �� � �t 1 1 11 1

 equilibrium.

 8. w 8 m ; 8 k 4 k 2; resistance 1.5 v 1.5 1.5 2y , y 2, y 3œ Ê œ œ † Ê œ œ Ê œ Ê � � œ ! ! œ � ! œ8 1
32 4 dt dt

d y dy
$

2

2 � � � �w

 r 1.5r 2 r 6r 8 0 r 4 r 2 r 4 or r 2 y c e c eÊ � � œ ! Ê � � œ Ê � � Ê œ � œ � Ê œ �1
4

2 2 4t 2t
1 2� �� � � �

 y 4c e 2c e ; y 2 c c 2; y 3 4c 2c 3 c , cÊ œ � � ! œ � Ê � œ � Ê ! œ Ê � � œ Ê œ œ �w � � w
1 2 1 2 1 2 1 2

4t 2t 1 5
2 2� � � �

 y t e e . At t 2, y e e 0.0456 0.0456 ft above equilibrium.Ê œ � œ œ � ¸ � Ê� � 1 5 1 5
2 2 2 2

4t 2t 8 2� � � �
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 9. 20 k k 40; w 25 lb m ; 0 0 40y . If w 25 lb, it stretches the springœ † Ê œ œ Ê œ œ Ê � † � œ ! œ1 25 25
2 32 32 dt dt

d y dy
$

2

2

 25 40x x  ft spring is now stretched  ft below equilibrium y 0 ; initial velocity isœ Ê œ Ê � œ Ê œ5 6 5 5 7 7
8 12 8 24 24

� � �
 v   y . Thus we have 40y , y 0 , y r 40 r!

w w # #in ft 25 7 25 256
sec 12 sec 12 32 dt 24 12 32 5

v v vd yœ Ê ! œ � œ ! œ ! œ Ê � œ ! Ê � œ !! ! !� � � � � �2

2

 r 0 i y e c cos t c sin t c cos t c sin t , y 0 c ;Ê œ „ Ê œ � œ � œ Ê œ16 16 16 16 16 7 7
5 5 5 5 5

0 t
1 2 1 2 124 24È È È È È† Š ‹ Š ‹ Š ‹Š ‹ Š ‹ � �

 y c sin t c cos t , y c cw wœ � � ! œ Ê œ Ê œ16 16 16 16 16
5 5 5 5 51 2 2 2

v v
12 12 192

v 5È È È È È ÈŠ ‹ Š ‹ � � ! ! !

 y t cos t sin t  (in feet) or y t cos t sin t  (in inches)Ê œ � œ �� � � �Š ‹ Š ‹ Š ‹ Š ‹7 16 16 7 16 16
24 192 2 165 5 5 5

v 5 v 5È È È ÈÈ È
! !

10. m 1, k , 3 1 3 y , y 0 1, y 3  r 3rœ œ œ Ê † � � œ ! œ � ! œ Ê � � œ !25 25 25
4 dt dt 4 4

d y dy 2$
2

2 � � � �w

 4r 12r 25 0 r 2i y e c cos 2t c sin 2tÊ � � œ Ê œ œ � „ Ê œ �2 t12 12 4 4 25
2 4 2

3
1 2

� „ � �È � �� �� �
2 3

2 � �
 y e c 2c cos 2t 2c c sin 2t ; y 0 1 c 1, y 3 c 2c 3Ê œ � � � � � œ � Ê œ � ! œ Ê � � œw � w3

2 t 3 3 3
2 2 21 2 1 2 1 1 2ˆ ‰ˆ ‰ ˆ ‰ � � � �

 c 1, c y t e cos 2t sin 2tÊ œ � œ Ê œ � �1 2
3 3
4 4

t� � ˆ ‰� 3
2

11. mg 10 m ; 10 k k 60; 5 2  5 2 60y , y 0 , y 0œ Ê œ œ † Ê œ œ œ Ê � � œ ! œ ! œ5 1 40 5 1
16 6 16 dt dt 432

d y dy
$ È È È � � � �2

2
w

  r 5 2 r 60 r 16 2r 192 0 r 8 2 8iÊ � � œ ! Ê � � œ Ê œ œ � „5
16 2 1

2 2
16 2 16 2 4 1 192È È È� „ �È ÈÊŠ ‹ � �� �

� �
2

 y e c cos 8t c sin 8t y e 8 2 c 8c cos 8t 8c 8 2 c sin 8t ;Ê œ � Ê œ � � � � �� w �8 2 t 8 2 t
1 2 1 2 1 2

È È� � Š ‹Š ‹ Š ‹È È
 y 0 c , y 0 8 2 c 8c 0 c , c y e cos 8t sin 8t� � � � È Š ‹œ Ê œ ! œ Ê � � œ Ê œ œ Ê œ �1 1 1 1

4 4 4 4 4 41 1 2 1 2
2 28 2 tw �È ÈÈ

 Solve y t 0 e cos 8t sin 8t 0 cos 8t sin 8t 0 tan 8t t 0.3157 sec� � Š ‹œ Ê � œ Ê � œ Ê œ � Ê ¸�8 2 t 1 1 1
4 4 4 4

2 2
2

È È È È

12. w mg; mg k k 2mg 64m; 0 m 0  64m y y 0 , y m r 64m ,œ œ † Ê œ œ œ Ê � † � œ !ß œ ! œ Ê � œ !1 1 1
2 dt dt 6 6

d y dy 2$
2

2 � � � �w

 r 64 0 r 0 8i y e c cos 8t c sin 8t c cos 8t c sin 8t y 8c sin 8t 8c cos 8tÊ � œ Ê œ „ Ê œ � œ � Ê œ � �2 0 t
1 2 1 2 1 2

† w� �
  y 0 c , y 8c c , c y t cos 8t sin 8t� � � � � �œ Ê œ ! œ Ê œ Ê œ œ Ê œ �1 1 1 1 1 1 1 1

6 6 6 6 6 48 6 481 2 1 2
w

 (a) Solve y t 0 cos 8t sin 8t 0 tan 8t 8 t 0.1808, first positive solution is t 0.1808� � œ Ê � œ Ê œ � Ê ¸ � œ � �1 1
6 48 8

1

 0.2119 sec¸

 (b) y sin 8t cos 8t, solve y t 0 sin 8t cos 8t 0 tan 8t t 0.4082 secw wœ � � œ Ê � � œ Ê œ Ê ¸4 1 4 1 1
3 6 3 6 8� �

 y 0.4082 0.1680 ftÊ ¸� �
 (c) y cos 8t sin 8t, solve y t 0 cos 8t sin 8t 0 tan 8t 8 t , first positiveww ww �œ � � œ Ê � � œ Ê œ � Ê œ32 4 32 4

3 3 3 3 8
tan 8� � �1� �

 solution where maximum occurs is at t yœ � Ê �tan 8 tan 8
8 4 8 4

� �1 1� � � �� �w1 1Š ‹
 sin 8 cos 8 sin tan 8 2 cos tan 8 2œ � � � � œ � � � � � �4 1 4 1

3 8 4 6 8 4 3 6
tan 8 tan 8 1 1Š ‹ Š ‹ � � � �� � � �� �� �1 1� � � �� � � �1 1 1 1

 sin tan 8 cos 2 cos tan 8 sin 2 cos tan 8 cos 2 sin tan 8 sin 2œ � � � � � � � �4 1
3 6

1 1 1 1c d c d� � � � � � � �� � � � � � � �� � � �1 1 1 1

 0 0 65  12 65 2 65 . Note that 2 2g 1 2 65œ � � � � � œ œ Ê œ � œ4 8 1 1 65 1 ft 1 in
3 6 6 sec 6 sec65 65 6 65
’ “ ’ “ Š ‹È È È ÈÈÈ È È

 when g 32.œ

13. First weight: w 10 lb m ; 10 k k 12 ; 0 0 12y , y 0 , yœ Ê œ œ † Ê œ œ Ê � † � œ ! œ ! œ �5 5 lb 5 1 1
16 6 ft 16 dt dt 6 3

d y dyˆ ‰ � � � �$
2

2
w

 r 12 5r 192 0 r 0 i y e c cos t c sin tÊ � œ ! Ê � œ Ê œ „ Ê œ �5
16 5 5 5

2 2 0 t8 15 8 15 8 15
1 2

È È È† Š ‹
 c cos t c sin t y c sin t c cos t; y 0 c , yœ � Ê œ � � œ Ê œ ! œ �1 2 1 2 1

8 15 8 15 8 15 8 15 8 15 8 15
5 5 5 5 5 5 6 6 3

1 1 1È È È È È Èw w� � � �
 c c , c y cos t sin t. The amplitude is CÊ œ � Ê œ œ � Ê œ � œ � �8 15 15 8 15 15 8 15 15

5 3 6 72 6 5 72 5 6 722 1 2
1 1 1 1È È È È È ÈÊˆ ‰ Š ‹# #

 .œ
È159

72
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 Second weight: x c cos t c sin t, x 0 , x 0 2 x c sin t c cos t; x 0œ � œ œ Ê œ � � œ3 4 3 4
159 159

72 72= = = = = =� � � � � �È Èw w

 c , x 0 2 c 2 c , c x cos t sin t. Since amplitude of secondÊ œ œ Ê œ Ê œ œ Ê œ �3 4 3 4
159 159 159

72 72 72
2 2È È Èw� � = = =
= =

 spring 2C 2 m mg 32œ Ê œ � Ê œ Ê œ œ Ê œ Ê œŠ ‹ Š ‹Ê ˆ ‰ ˆ ‰É ÉÈ È È È159 159
72 72 m m 192 192

2 48 48 k 12 53 53
53 53

# #

=
=

 8.8333 lbsœ

14. First spring: m g k k 128m ; 0 m 0 128m y , y 0 , y 01 1 1 1 1 1 1
1 1
4 dt dt 12

d y dyœ † Ê œ œ Ê � † � œ ! œ ! œ$
2

2 � � � �w

 m r 128 m r 128 0 r 0 8 2i y e c cos 8 2 t c sin 8 2 tÊ � œ ! Ê � œ Ê œ „ Ê œ �1 1 1 2
2 2 0 tÈ È ÈŠ ‹†

 c cos 8 2 t c sin 8 2 t y 8 2 c sin 8 2 t 8 2 c cos 8 2 t; y 0 c y 0œ � Ê œ � � œ Ê œ ß ! œ1 2 1 2 1
1 1

12 12
È È È È È È � � � �w w

 8 2 c c , c y t cos 8 2tÊ œ ! Ê œ œ ! Ê œÈ È� �2 1 2
1 1

12 12

 Second spring: m g k k m ; 0  m 0 m x , x 0 , x 02 2 1 2 2 2 2
3 128 d x dx 128 1
4 3 dt dt 3 12œ † Ê œ œ Ê � † � œ ! œ ! œ$

2

2 � � � �w

 x r 0 r 0 8 i x e c cos 8 t c sin 8 tÊ � œ ! Ê � œ Ê œ „ Ê œ �d x 128 128 2 2 2
dt 3 3 3 3 3

2 0 t
3 4

2

2 É É ÉŠ ‹†

 c cos 8 t c sin 8 t y 8 c sin 8 t 8 c cos 8 t; x 0 c x 0œ � Ê œ � � œ Ê œ ß ! œ3 4 3 4 3
2 2 2 2 2 2 1 1
3 3 3 3 3 3 12 12É É É É É É � � � �w w

 8 c c , c x t cos 8  tÊ œ ! Ê œ œ ! Ê œÉ É� �2 1 1 2
3 12 12 34 3 4

 Equal velocities y x sin 8 2t sin 8  t t 0.2237 secÊ œ Ê � œ � Ê ¸w w 2 2
3 3 3 3

2 2 2È È É É

15. mg 16 m ; 16 k 4 k 4; 0 0 4y , y 0 5, y 0 r 4œ Ê œ œ † Ê œ œ Ê � † � œ ! œ ! œ Ê � œ !1 1 1
2 2 dt dt 2

d y dy 2$
2

2 � � � �w

 r 8 0 r 0 2 2i y e c cos 2 2 t c sin 2 2 t c cos 2 2 t c sin 2 2 tÊ � œ Ê œ „ Ê œ � œ �2 0 t
1 2 1 2

È È È È ÈŠ ‹†

 y 2 2 c sin 2 2 t 2 2 c cos 2 2 t; y 0 5 c 5 y 0 2 2 c 0 c 5, c 0Ê œ � � œ Ê œ ß ! œ Ê œ Ê œ œw wÈ È È È È� � � �1 2 1 2 1 2

 y t 5 cos 2 2 t. The amplitude is C 5 0 5Ê œ œ � œ� � È È # #

 y c cos 2 2 t c sin 2 2 t, y 0 5, y 0 v y 2 2 c sin 2 2 t 2 2 c cos 2 2 t; y 0 5 c 5œ � œ œ Ê œ � � œ Ê œ3 4 0 3 4 3
È È È È È È� � � � � �w w

 y 0 v 2 2 c v c 5, c y t 5 cos 2 2 t  sin 2 2 t, and the new amplitude is 2 5w� � � �È È Èœ Ê œ Ê œ œ Ê œ � †0 4 0 3 4
v v

2 2 2 2
0 0È È

 10 5 v 10 6 24.4949 Ê œ � Ê œ ¸Ê Š ‹ È#
#

v
2 2 0

ft
sec

0È

16. mg 8 m ; 8 k k 32; 2 2 32y , y 0 0, y r 2r 32œ Ê œ œ † Ê œ œ Ê � � œ ! œ ! œ Ê � � œ !1 3 1 1 1
4 12 4 dt dt 3 4

d y dy 2$
2

2 � � � �w

 r 8r 128 0 r 4 4 7 i y e c cos 4 7 t c sin 4 7 tÊ � � œ Ê œ œ � „ Ê œ �2 4t8 8 4 1 128
2 1 1 2

� „ � �È � �� �� �
2 È È ÈŠ ‹

 y e 4c 4 7c cos 4 7 t 4 7c 4c sin 4 7 t ; y 0 0 c 0, yÊ œ � � � � � œ Ê œ ! œw � w4t
1 2 1 2 1

1
3’ “Š ‹ Š ‹È È È È � � � �

 4c 4 7c c 0, c y t e sin 4 7 t. Solve y t 0 e sin 4 7 t 0Ê � � œ Ê œ œ Ê œ œ Ê œ1 2 1 2
1 1 1 1
3 12 7 12 7 12 7

4t 4tÈ È È� � � �È È È� �

 sin 4 7 t 0 t 0.2969 secÊ œ Ê œ ¸È 1

4 7È

17.  decreases by 90% in 10 sec 10% remains e b ln 2b m$ $Ê Ê œ Ê œ � œ Ê œ Ê œ�10b 1 1 1 ln 10 ln 10
10 10 10 10 m 5

ˆ ‰ $

 period 2 sec 2 4 bœ Ê œ Ê œ Ê œ � œ � œ Ê œ2 4 ln 10 k
b b 10 100 m 100

100 ln 10 100 ln 101 1

= =

1 1È � � � �
# #

#

# #

# ## #

� �
# # # # # � �

= 1 1 ˆ ‰
 k m m m m y . When y  and y 2, thenœ Ê � � œ ! œ œ �100 ln 10 100 ln 10

100 dt 5 dt 100 4
d y dyln 10 11 1

# ## #� � w� � � �2

2 ˆ ‰ Š ‹
 m m 2 m 1.5596 d y d y

dt 5 100 4 dt 5 400 sec
ln 10 1 2 ln 10 ft100 ln 10 100 ln 102 2

2 2� � � œ ! Ê œ � ¸ �ˆ ‰ ˆ ‰� � Š ‹1 1
# ## #

#

� �� � � �
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18. mg 10 m ; 10 k 2 k 5; 5y , y 0 , y 0œ Ê œ œ † Ê œ œ œ Ê � � œ ! œ ! œ5 10 5 1
16 4 16 dt 4 dt 232

5 2 5 2d y dy
$ È È È2

2 � � � �w

 r r 5 r 4 2 r 16 0 r 2 2 2 2 iÊ � � œ ! Ê � � œ Ê œ œ � „5
16 4 2 1

2 25 2
4 2 4 2 4 1 16È È ÈÊŠ ‹ � �� �

� �È È È� „ �
2

 y t e c cos 2 2 t c sin 2 2 tÊ œ �� � Š ‹È È�2 2t
1 2

È

 y e 2 2 c 2 2 c cos 2 2 t 2 2 c 2 2 c sin 2 2 t ; y 0 c ,Ê œ � � � � � œ Ê œw �2 2t
1 2 1 2 1

1 1
2 2

È ’ “Š ‹ Š ‹È È È È È È � �
 y 0 2 2 c 2 2 c 0 c , c y e cos 2 2 t sin 2 2 tw �� � È È È ÈŠ ‹! œ Ê � � œ Ê œ œ Ê œ �1 2 1 2

1 1 1 1
2 2 2 2

2 2tÈ
 To find maximum, solve y t 0 y t 2 2 e sin 2 2 t 2 2 e sin 2 2 t 0w w � �� � � � È È È Èœ Ê œ � Ê � œ2 2t 2 2tÈ È
 sin 2 2 t 0 t 0, , , and at t , y 0.02161 ft 0.2593 in (above equilibrium)Ê œ Ê œ œ ¸ � ¸ �È Š ‹1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2È È È È

19. L , R 1, C , E t 0 1 q 0 q 0 2, q 0 4 r r 0œ œ œ œ Ê � † � œ ß œ œ Ê � � œ1 5 1 6 1 6
5 6 5 dt dt 5 5 5

d q dq� � � � � �#

#

w #

 r 5r 6 0 r 3 r 2 0 r 3 or r 2 q t c e c e q 3c e 2c eÊ � � œ Ê � � œ Ê œ � œ � Ê œ � Ê œ � �# � � w � �� �� � � � 1 2 1 2
3t 2t 3t 2t

 q 0 2 c c 2; q 0 4 3c 2c 4 c 8, c 10 q 8e 10e� � � �œ Ê � œ œ Ê � � œ Ê œ � œ Ê œ � �1 2 1 2 1 2
3t 2tw � �

 q 8e 10e 0lim lim
t t

3t 2t
Ä∞ Ä∞

� �œ � � œ� �

20. q 10q; R 4 ; L 2 , E t 0 2 4 10q 0 q 0 2, q 0 3 2r 4r 10 01 di
C dt dt dt dt dt dt

dq dq d q d q dqœ œ œ œ Ê � � œ ß œ œ Ê � � œ
# #

# #� � � � � �w #

 r 2r 5 0 r 1 2i q t e c cos 2t c sin 2tÊ � � œ Ê œ œ � „ Ê œ �# �� „ �2 2 4 1 5
2 1

t
1 2

È � �� �� �
2 � � � �

 q e c 2c cos 2t 2c c sin 2t ; q 0 2 c c 2; q 0 3 c 2c 3Ê œ � � � � � œ Ê � œ œ Ê � � œw � wt
1 2 1 2 1 2 1 2� � � � � �� � � �

 c , c q t e cos 2t sin 2tÊ œ œ Ê œ �1 2
1 5 1 5
3 3 3 3

t� � ˆ ‰�

21. mg 16 m ; 16 k 4 k 4; 4.5; f t 4 e 4.5 4y 4 e , y 2, y 4œ Ê œ œ † Ê œ œ œ � Ê � � œ � ! œ ! œ16 1
32 2 dt dt

2t 2td y dy
$ � � � � � �� � w

2

2

 r 4.5r 4 0 r 9r 8 0 r 8 r 1 0 r 8 or r 1 y c e c e ;Ê � � œ Ê � � œ Ê � � œ Ê œ � œ � Ê œ �1
2 c 1 2

8t t# # � �� �� �
 y A Be y 2Be y 4Be 4Be 4.5 2Be 4 A Be 4 ep

2t 2t 2t 2t 2t 2t 2t
p p

1
2œ � Ê œ � Ê œ Ê � � � � œ �� w � ww � � � � �� � � � � �

 4A 3Be 4 e 4A 4, 3B 1 A 1, B y t c e c e 1 eÊ � œ � Ê œ � œ Ê œ œ � Ê œ � � �� � � � �2t 2t 8t t 2t1 1
3 31 2� �

 y 8c e c e e ; y 2 c c 2 c c , y 4 8c c 4Ê œ � � � ! œ Ê � � œ Ê � œ ! œ Ê � � � œw � � � w
1 2 1 2 1 2 1 2

8t t 2t2 2 4 2
3 3 3 3� � � �

 8c c c , c 2 y t e 2e 1 eÊ � � œ Ê œ � œ Ê œ � � � �1 2 1 2
10 2 2 1
3 3 3 3

8t t 2t� � � � �

22. m 10; k 140; 90; f t 5sin t 10 90 140y 5sin t, y 0, y 1 10r 90r 140 0œ œ œ œ Ê � � œ ! œ ! œ � Ê � � œ$ � � � � � �d y dy
dt dt

2

2
w #

 r 9r 14 0 r 2 r 7 0 r 2 or r 7 y c e c e ; y Asin t Bcos tÊ � � œ Ê � � œ Ê œ � œ � Ê œ � œ �# � �� �� � c 1 2 p
2t 7t

 y Acos t Bsin t y Asin t Bcos tÊ œ � Ê œ � �w ww
p p

 10 Asin t Bcos t 90 Acos t Bsin t 140 Asin t Bcos t 5sin tÊ � � � � � � œ� � � � � �
 130A 90B sin t 90A 130B cos t 5sin t A , BÊ � � � œ Ê œ œ �� � � � 13 9

500 500

 y t c e c e sin t cos t y 2c e 7c e cos t sin t;Ê œ � � � Ê œ � � � �� � 1 2 1 2
2t 7t 2t 7t13 9 13 9

500 500 500 500
� � w � �

 y 0 c c 0, y 1 2c 7c 1 c c , 2c 7c� � � �! œ Ê � � œ ! œ � Ê � � � œ � Ê � œ � � œ �1 2 1 2 1 2 1 2
9 13 9 513

500 500 500 500
w

 c , c y t e e sin t cos tÊ œ � œ Ê œ � � � �1 2
9 99 9 99 13 9

50 500 50 500 500 500
2t 7t� � � �

23. m 2 mg 2 9.8 19.6; 19.6 k 1.96 k 10; 4; f t 20cos t 2 4 10y 20cos t,œ Ê œ œ œ † Ê œ œ œ Ê � � œ� � � �$
d y dy
dt dt

2

2

 y 2, y 3 2r 4r 10 0 r 1 2i y e c cos 2t c sin 2t� � � � � �! œ ! œ Ê � � œ Ê œ œ � „ Ê œ �w # �� „ �4 4 4 2 10
2 2 c 1 2

tÈ � �� �� �
2

 y Asin t Bcos t y Acos t Bsin t y Asin t Bcos tp p pœ � Ê œ � Ê œ � �w ww

 2 Asin t Bcos t 4 Acos t Bsin t 10 Asin t Bcos t 20cos tÊ � � � � � � œ� � � � � �
 8A 4B sin t 4A 8B cos t 20cos t 8A 4B 0, 4A 8B 20 A 1, B 2Ê � � � œ Ê � œ � œ Ê œ œ� � � �
 y t e c cos 2t c sin 2t sin t 2cos t y e c 2c cos 2t 2c c sin 2t cos t 2sin t;Ê œ � � � Ê œ � � � � � � �� � � � � �� � � �� w �t t

1 2 1 2 1 2
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 y 2 c 2 2, y 3 c 2c 1 3 c 0, c 2c 2 c 0, c 1� � � �! œ Ê � œ ! œ Ê � � � œ Ê œ � � œ Ê œ œ1 1 2 1 1 2 1 2
w

 y t e sin 2t sin t 2cos t; y 2 2 m above equilibriumÊ œ � � œ � Ê� � � ��t 1

24. mg 8 m ; 8 k 4 k 2; 1.5; f t 6 e 1.5 2y 6 e , y 2, y 3œ Ê œ œ † Ê œ œ œ � Ê � � œ � ! œ � ! œ8 1
32 4 dt dt

t td y dy
$ � � � � � �� � w

2

2

 r 1.5r 2 0 r 6r 8 0 r 2 r 4 0 r 2 or r 4 y c e c e ;Ê � � œ Ê � � œ Ê � � œ Ê œ � œ � Ê œ �1
4 c 1 2

2t 4t# # � �� �� �
 y A Be y Be y Be Be 1.5 Be 2 A Be 6 ep

t t t t t t t
p p

1
4œ � Ê œ � Ê œ Ê � � � � œ �� w � ww � � � � �� � � � � �

 2A Be 6 e 2A 6, B 1 A 3, B y t c e c e 3 eÊ � œ � Ê œ œ Ê œ œ Ê œ � � �3 3 4 4
4 4 3 3

t t 2t 4t t
1 2

� � � � �� �
 y 2c e 4c e e ; y 2 c c 2 c c , y 3Ê œ � � � ! œ � Ê � � œ � Ê � œ � ! œw � � � w

1 2 1 2 1 2
2t 4t t4 13 19

3 3 3� � � �
 2c 4c 3 2c 4c c , c y t e e 3 e ;Ê � � � œ Ê � � œ Ê œ � œ Ê œ � � � �1 2 1 2 1 2

4 13 21 25 21 25 4
3 3 2 6 2 6 3

2t 4t t� � � � �

 y 2 2.98953 2.99 ft below equilibrium� � ¸ Ê

25. L 10, R 10, C , E t 100 10 10 500q 100 q 0 10, q 0 0 10r 10r 500 0œ œ œ œ Ê � � œ ß œ œ Ê � � œ1
500 dt dt

d q dq� � � � � �#

#

w #

 r r 50 0 r i q e c cos t c sin tÊ � � œ Ê œ œ � „ Ê œ �# �� „ �1 1 4 1 50
2 1 2 2 2 2

1 199 199 199
c 1 2

tÈ È È È� �� �� �
2 1

2 Š ‹
 q A q 0 q 0 10 0 10 0 500A 100 500A 100 Ap p p

1
5œ Ê œ Ê œ Ê � � œ Ê œ Ê œw ww � � � �

 q t e c cos t c sin t q e c c cos t c c sin tÊ œ � � Ê œ � � � � �� � Š ‹ ’ “Š ‹ Š ‹� w �1 1
2 2t t

1 2 1 2 1 2
199 199 199 199 199 199
2 2 5 2 2 2 2 2 2

1 1 1È È È È È È

 q 0 10 c 10 c , q 0 0 c c 0 c , c� � � �œ Ê � œ Ê œ œ Ê � � œ Ê œ œ1 1 1 2 1 2
1 49 1 49
5 5 2 2 5 995

199 49 199w È È
 q t e cos t sin tÊ œ � �� � Š ‹� 1

2 t 49 1
5 2 995 2 5

199 49 199 199È È È

26. R 4 ; q 10q; L 2 , E t 20cos t 2 4 10q 0 q 0 2, q 0 3 2r 4r 10 0dq dq d q d q dq
dt dt C dt dt dt dt

1 diœ œ œ œ Ê � � œ ß œ œ Ê � � œ
# #

# #� � � � � �w #

 r 2r 5 0 r 1 2i q e c cos 2t c sin 2t ; q Asin t Bcos tÊ � � œ Ê œ œ � „ Ê œ � œ �# �� „ �2 2 4 1 5
2 1 c 1 2 p

tÈ � �� �� �
2 � �

 q Acos t Bsin t q Asin t Bcos tÊ œ � Ê œ � �w ww
p p

 2 Asin t Bcos t 4 Acos t Bsin t 10 Asin t Bcos t 20cos tÊ � � � � � � œ� � � � � �
 8A 4B sin t 4A 8B cos t 20cos t 8A 4B 0, 4A 8B 20 A 1, B 2Ê � � � œ Ê � œ � œ Ê œ œ� � � �
 q t e c cos 2t c sin 2t sin t 2cos t q e c 2c cos 2t 2c c sin 2t cos t 2sin t;Ê œ � � � Ê œ � � � � � � �� � � � � �� � � �� w �t t

1 2 1 2 1 2

 q 0 2 c 2 2; q 0 3 c 2c 1 3 c 1 q t 2e sin 2t sin t 2cos t; y 10 2.222� � � � � � � �œ Ê � œ œ Ê � � � œ Ê œ Ê œ � � ¸ �1 1 2 2
tw �

 2.222 ft above equilbriumÊ

17.4  EULER EQUATIONS

 1. x y 2x y 2y 0 r 2 1 r 2 0 r r 2 0 r 1 r 2 0 r 1 or r 2# ww w� � œ Ê � � � œ Ê � � œ Ê � � œ Ê œ œ �2 2� � � �� �
 y c e c e c e c e y c xÊ œ � œ � Ê œ �1 2 1 2 1

z 2z ln x 2ln x c
x

� � 2
#

 2. x y x y 4y 0 r 1 1 r 4 0 r 4 0 r 2 r 2 0 r 2 or r 2# ww w� � œ Ê � � � œ Ê � œ Ê � � œ Ê œ œ �2 2� � � �� �
 y c e c e c e c e y c xÊ œ � œ � Ê œ �1 2 1 2 1

2z 2z 2ln x 2ln x c
x

� � # 2
#

 3. x y 6y 0 r 0 1 r 6 0 r r 6 0 r 3 r 2 0 r 3 or r 2# ww � œ Ê � � � œ Ê � � œ Ê � � œ Ê œ œ �2 2� � � �� �
 y c e c e c e c e y c xÊ œ � œ � Ê œ �1 2 1 2 1

3z 2z 3ln x 2ln x 3 c
x

� � 2
#

 4. x y x y y 0 r 1 1 r 1 0 r 1 0 r 1 r 1 0 r 1 or r 1# ww w� � œ Ê � � � œ Ê � œ Ê � � œ Ê œ œ �2 2� � � �� �
 y c e c e c e c e y c xÊ œ � œ � Ê œ �1 2 1 2 1

z z ln x ln x c
x

� � 2

 5. x y 5x y 8y 0 r 5 1 r 8 0 r 6r 8 0 r 4 r 2 0 r 4 or r 2# ww w� � œ Ê � � � � œ Ê � � œ Ê � � œ Ê œ œ2 2� � � �� �
 y c e c e c e c e y c x c xÊ œ � œ � Ê œ �1 2 1 2 1 2

4z 2z 4ln x 2ln x % #
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 6. 2x y 7x y 2y 0 2r 7 2 r 2 0 2r 5r 2 0 2r 1 r 2 0 r  or r 2# ww w� � œ Ê � � � œ Ê � � œ Ê � � œ Ê œ � œ �2 2 1
2� � � �� �

 y c e c e c e c e yÊ œ � œ � Ê œ �1 2 1 2
z 2z ln x 2ln x c c

x x
� � � �" "

# #
#

1 2È

 7. 3x y 4x y 0 3r 4 3 r 0 3r r 0 r 3r 1 0 r 0 or r y c e c e# ww w † �� œ Ê � � œ Ê � œ Ê � œ Ê œ œ � Ê œ �2 2 0 z z1
3 1 2� � � � 1

3

 c e c e y cœ � Ê œ �1 2 1
0 ln x ln x c

x
† � 1

3 2
3È

 8. x y 6x y 4y 0 r 6 1 r 4 0 r 5r 4 0 r 1 r 4 0 r 1 or r 4# ww w� � œ Ê � � � œ Ê � � œ Ê � � œ Ê œ � œ �2 2� � � �� �
 y c e c e c e c e yÊ œ � œ � Ê œ �1 2 1 2

z 4z ln x 4ln x c c
x x

� � � � 1 2
4

 9. x y x y y 0 r 1 1 r 1 0 r 2r 1 0 r 1 0 r 1, repeated twice# ww w #� � œ Ê � � � � œ Ê � � œ Ê � œ Ê œ2 2� � � �
 y c e c z e c e c ln x e y c x c x ln xÊ œ � œ � Ê œ �1 2 1 2 1 2

z z ln x ln x

10. x y x y 2y 0 r 1 1 r 2 0 r 2r 2 0 r 1 i# ww w � � „ � �
� � œ Ê � � � � œ Ê � � œ Ê œ œ „2 2 2 2 4 1 2

2 1� � � � � � � �� �É
� �

2

 y e c cos z c sin z e c cos ln x c sin ln x y x c cos ln x c sin ln xÊ œ � œ � Ê œ �z ln x
1 2 1 2 1 2� � � � � �� � � � � � � �

11. x y x y 5y 0 r 1 1 r 5 0 r 2r 5 0 r 1 2i# ww w � � „ � �
� � œ Ê � � � � œ Ê � � œ Ê œ œ „2 2 2 2 4 1 5

2 1� � � � � � � �� �É
� �

2

 y e c cos 2z c sin 2z e c cos 2 ln x c sin 2 ln x y x c cos 2 ln x c sin 2 ln xÊ œ � œ � Ê œ �z ln x
1 2 1 2 1 2� � � � � �� � � � � � � �

12. x y 7x y 13y 0 r 7 1 r 13 0 r 6r 13 0 r 3 2i# ww w � „ �
� � œ Ê � � � œ Ê � � œ Ê œ œ � „2 2 6 6 4 1 13

2 1� � É� � � �� �� �
2

 y e c cos 2z c sin 2z e c cos 2 ln x c sin 2 ln x y c cos 2 ln x c sin 2 ln xÊ œ � œ � Ê œ �� �3z 3ln x
1 2 1 2 1 2

1
x� � � � � �� � � � � � � �$

13. x y 3x y 10y 0 r 3 1 r 10 0 r 2r 10 0 r 1 3i# ww w � „ �
� � œ Ê � � � œ Ê � � œ Ê œ œ � „2 2 2 2 4 1 10

2 1� � É� � � �� �� �
2

 y e c cos 3z c sin 3z e c cos 3 ln x c sin 3 ln x y c cos 3 ln x c sin 3 ln xÊ œ � œ � Ê œ �� �z ln x
1 2 1 2 1 2

1
x� � � � � �� � � � � � � �

14. x y 5x y 10y 0 r 5 1 r 10 0 r 6r 10 0 r 3 i# ww w � � „ � �
� � œ Ê � � � � œ Ê � � œ Ê œ œ „2 2 6 6 4 1 10

2 1� � � � � � � �� �É
� �

2

 y e c cos z c sin z e c cos ln x c sin ln x y x c cos ln x c sin ln xÊ œ � œ � Ê œ �3z 3ln x
1 2 1 2 1 2� � � � � �� � � � � � � �$

15. 4x y 8x y 5y 0 r 8 4 r 5 0 4r 4r 5 0 r i# ww w � „ �
� � œ Ê � � � œ Ê � � œ Ê œ œ � „2 2 4 4 4 4 5

2 4 2
1� � É� � � �� �� �

2

 y e c cos z c sin z e c cos ln x c sin ln x y c cos ln x c sin ln xÊ œ � œ � Ê œ �� �" "

# #
z ln x

1 2 1 2 1 2
1

x
� � � � � �� � � � � � � �È

16. 4x y 4x y 5y 0 4r 4 4 r 5 0 4r 8r 5 0 r 1 i# ww w � � „ � �
� � œ Ê � � � � œ Ê � � œ Ê œ œ „2 2 8 8 4 4 5

2 4 2
1� � � � � � � �� �É

� �
2

 y e c cos z c sin z e c cos ln x c sin ln x y x c cos ln x c sin ln xÊ œ � œ � Ê œ �z ln x
1 2 1 2 1 2

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2

ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰

17. x y 3x y y 0 r 3 1 r 1 0 r 2r 1 0 r 1 0 r 1, repeated twice# ww w #� � œ Ê � � � œ Ê � � œ Ê � œ Ê œ �2 2� � � �
 y c e c z e c e c ln x e yÊ œ � œ � Ê œ �1 2 1 2

z z ln x ln x c c ln x
x x

� � � � 1 2

18. x y 3x y 9y 0 r 3 1 r 9 0 r 4r 9 0 r 2 5 i# ww w � � „ � �
� � œ Ê � � � � œ Ê � � œ Ê œ œ „2 2 4 4 4 1 9

2 1� � È� � � � � �É
� �

2

 y e c cos 5 z c sin 5 z e c cos 5 ln x c sin 5 ln xÊ œ � œ �2z 2ln x
1 2 1 2Š ‹ Š ‹Š ‹ Š ‹ Š ‹ Š ‹È È È È

 y x c cos 5 ln x c sin 5 ln xÊ œ �#Š ‹Š ‹ Š ‹È È
1 2
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19. x y x y 0 r 1 r 0 r 0 r 0, repeated twice y c e c z e c e c ln x e# ww w † † † †� œ Ê � " � œ Ê œ Ê œ Ê œ � œ �2 2 0 z 0 z 0 ln x 0 ln x
1 2 1 2� �

 y c c ln xÊ œ �1 2

20. 4x y y 0 4r 0 4 r 1 0 4r 4r 1 0 2r 1 0 r , repeated twice# ww #� œ Ê � � � œ Ê � � œ Ê � œ Ê œ2 2 1
2� � � �

 y c e c z e c e c ln x e y c x c x ln xÊ œ � œ � Ê œ �1 2 1 2 1 2
z z ln x ln x1 1 1 1

2 2 2 2 È È

21. 9x y 15x y y 0 9r 15 9 r 1 0 9r 6r 1 0 3r 1 0 r , repeated twice# ww w #� � œ Ê � � � œ Ê � � œ Ê � œ Ê œ �2 2 1
3� � � �

 y c e c z e c e c ln x e yÊ œ � œ � Ê œ �1 2 1 2
z z ln x ln x c c ln x

x x
� � � �1 1 1 1

3 3 3 3 1 2
3 3È È

22. 16x y 8x y 9y 0 16r 8 16 r 9 0 16r 24r 9 0 4r 3 0 r , repeated# ww w #� � œ Ê � � � � œ Ê � � œ Ê � œ Ê œ2 2 3
4� � � �

 twice y c e c z e c e c ln x e y c x c x ln xÊ œ � œ � Ê œ �1 2 1 2 1 2
z z ln x ln x 3 4 3 43 3 3 3

4 4 4 4 Î Î

23. 16x y 56x y 25y 0 16r 56 16 r 25 0 16r 40r 25 0 4r 5 0 r ,# ww w #� � œ Ê � � � œ Ê � � œ Ê � œ Ê œ �2 2 5
4� � � �

 repeated twice y c e c z e c e c ln x e yÊ œ � œ � Ê œ �1 2 1 2
z z ln x ln x c c ln x

x x
� � � �5 5 5 5

4 4 4 4 1 2
5 4 5 4Î Î

24. 4x y 16x y 25y 0 4r 16 4 r 25 0 4r 20r 25 0 2r 5 0 r , repeated# ww w #� � œ Ê � � � � œ Ê � � œ Ê � œ Ê œ2 2 5
2� � � �

 twice y c e c z e c e c ln x e y c x c x ln xÊ œ � œ � Ê œ �1 2 1 2 1 2
z z ln x ln x 5 2 5 25 5 5 5

2 2 2 2 Î Î

25. x y 3x y 3y 0, y 1 1, y 1 1 r 3 1 r 3 0 r 2r 3 0 r 1 r 3 0# ww w w� � œ œ œ � Ê � � � œ Ê � � œ Ê � � œ� � � � � � � �� �2 2

 r 1 or r 3 y c e c e c e c e y c x y c ;Ê œ œ � Ê œ � œ � Ê œ � Ê œ �1 2 1 2 1 1
z 3z ln x 3ln x c 3c

x x
� � w2 2

4$

 y 1 1 c c 1; y 1 1 c 3c 1 c ,  c y x� � � �œ Ê � œ œ � Ê � œ � Ê œ œ Ê œ �1 2 1 2 1 2
1 1 1 1
2 2 2 2x

w
$

26. 6x y 7x y 2y 0, y 1 0, y 1 1 6r 7 6 r 2 0 6r r 2 0 2r 1 3r 2 0# ww w w� � œ œ œ Ê � � � œ Ê � � œ Ê � � œ� � � � � � � �� �2 2

 r  or r y c e c e c e c e y c x y ;Ê œ œ � Ê œ � œ � Ê œ � Ê œ �1 2
2 3 1 2 1 2 1

z z ln x ln x c c 2c
x 3x2 x

1 2 1 2
2 3 2 3 2 1 2

2 3 5 3
� � wÈ

Î ÎÈ
 y 1 0 c c 0; y 1 1 c c 1 c ,  c y x� � � � Èœ Ê � œ œ Ê � œ Ê œ œ � Ê œ �1 2 1 2 1 2

1 2 6 6 6 6
2 3 7 7 7 7x

w
2 3Î

27. x y x y y 0, y 1 1, y 1 1 r 1 1 r 1 0 r 2r 1 0 r 1 0 r 1,# ww w w #� � œ œ œ Ê � � � � œ Ê � � œ Ê � œ Ê œ� � � � � � � �2 2

 repeated twice y c e c z e c e c ln x e y c x c x ln x y c c ln x c ;Ê œ � œ � Ê œ � Ê œ � �1 2 1 2 1 2 1 2 2
z z ln x ln x w

 y 1 1 c 1; y 1 1 c c 1 c 1,  c 0 y x� � � �œ Ê œ œ Ê � œ Ê œ œ Ê œ1 1 2 1 2
w

28. x y 7x y 9y 0, y 1 1, y 1 0 r 7 1 r 9 0 r 6r 9 0 r 3 0 r 3,# ww w w #� � œ œ œ Ê � � � œ Ê � � œ Ê � œ Ê œ �� � � � � � � �2 2

 repeated twice y c e c z e c e c ln x e y y c ;Ê œ � œ � Ê œ � Ê œ � �1 2 1 2 2
3z 3z 3ln x 3ln x c c ln x 3c

x x x x
1 3 ln x� � � � w �1 2 1

$ $ % %

 y 1 1 c 1; y 1 0 3c c 0 c 1,  c 3 y� � � �œ Ê œ œ Ê � � œ Ê œ œ Ê œ �1 1 2 1 2
1 3 ln x
x x

w
$ $

29. x y x y 2y 0, y 1 1, y 1 1 r 1 1 r 2 0 r 2r 2 0 r# ww w w � � „ � �
� � œ œ � œ Ê � � � � œ Ê � � œ Ê œ� � � � � �2 2 2 2 4 1 2

2 1

� � � � � �� �É
� �

2

 1 i y e c cos z c sin z e c cos ln x c sin ln x y x c cos ln x c sin ln xœ „ Ê œ � œ � Ê œ �z ln x
1 2 1 2 1 2� � � � � �� � � � � � � �

 y c c cos ln x c c sin ln x ; y 1 1 c 1; y 1 1 c c 1 c 1, c 2Ê œ � � � œ � Ê œ � œ Ê � œ Ê œ � œw w� � � � � � � � � � � �1 2 2 1 1 1 2 1 2

 y x cos ln x 2 sin ln xÊ œ � �� �� � � �

30. x y 3x y 5y 0, y 1 1, y 1 0 r 3 1 r 5 0 r 2r 5 0 r# ww w w � „ �
� � œ œ œ Ê � � � œ Ê � � œ Ê œ� � � � � �2 2 2 2 4 1 5

2 1

É� � � �� �� �
2

 1 2i y e c cos 2z c sin 2z e c cos 2 ln x c sin 2 ln x y c cos 2 ln x c sin 2 ln xœ � „ Ê œ � œ � Ê œ �� �z ln x
1 2 1 2 1 2

1
x� � � � � �� � � � � � � �

 y c 2c cos 2 ln x 2c c sin 2 ln x ; y 1 1 c 1; y 1 0 c 2c 0 c 1,Ê œ � � � � œ Ê œ œ Ê � � œ Ê œw w1
x 1 2 1 2 1 1 2 1# � � � � � �� � � � � � � �

 c y cos 2 ln x sin 2 ln x2
1 1 1
2 x 2œ Ê œ �ˆ ‰� � � �
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17.5  POWER-SERIES SOLUTIONS

 1. y 2 y 0 n n 1 c x 2 n c x 0 n n 1 c x 2n c x 0ww w � � � �

œ œ œ œ

∞ ∞ ∞ ∞

� œ Ê � � œ Ê � � œ� � � �� � � �
n 2 n 1 n 2 n 1

n n n n
n 2 n 1 n 2 n 1

  
x 2 1 c 2 1 c 0 c c
x 3 2 c 2 2 c 0 c c c

x 4 3 c 2 3 c 0 c c c

x 5 4 c

power of x coefficient equation
0

2 1 2 1
1

3 2 3 2 1
2 2
3 3

2
4 3 4 3 1

1 1
2 3

3
5

� � � �
� � � �
� � � �
� �

� œ Ê œ �

� œ Ê œ � œ

� œ Ê œ � œ �

� 2 4 c 0 c c c

x 6 5 c 2 5 c 0 c c c

x n 2 n 1 c 2 n 1 c 0 c c

� �
� � � �

� �� � � �

4 5 4 1
2 2
5 15

4
6 5 6 5 1

1 2
3 45

n
n 2 n 1 n 2 n 1

2
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